3.3 Das Rechnen mit Vektoren und Matrizen

Matrizen haben wir bisher nur benutzt, um die Zeilenoperationen beim Lisen linearer
Gleichungssysteme {ibersichtlich darstellen zu kdnnen. Man kann aber auch sinnvolle Re-
chenoperationen fiir Matrizen und Vektoren definieren und dafiir einen leistungsfahigen
Kalkiil entwickeln, der sich zur Lésung linearer Gleichungssysteme einsetzen lasst. Darum
geht es in diesem Abschnitt. Dabei werden alle Rechenoperationen und Rechenregeln letzt-
lich auf das Rechnen mit reellen Zahlen, mit den Eintréigen der Matrizen, zurtuckgefithrt.
Der hauptséchliche Vorteil des Kalkiils ist, dass man damit viele gleichartige Rechnun-
gen / Cleichungen mit reellen Zahlen {ibersichtlich zu einer einzigen Rechnung / Gleichung
fiir Matrizen oder Vektoren zusammenfagsen kann. Daher wird die Matrix- und Vektor-
rechnung auch fiir die Modellierung komplexer (aber immer noch “linearer”) skonomischer
Abldufe eingesetzt,

DEFINITION: (i) Die Summe zweier Matrizen ist positionsweise definiert, wenn
beide dasselbe Format haben, d.h. man addiert die Eintréige beider Matrizen in gleicher
Position und trégt die Summen in die entsprechenden Positionen der Ergebnismatrix ein.
Sind also A = (a;;) und B = (b;;) Matrizen desselben Formats (m,n), so ist ihre Summe
die Matrix € = A+ B desselben Formats (m,n), die Einfrage ¢;; = ai; + b;; hat. Analog
ist die Differenz zweier Matrizen A = (a;;), B = (bi;) von gleichem Format (m, n) die
Mairix ) — A — B desselben Formats (m,n), die Eintrige di; = a;; — b;; hat.

(ii) Die Vervielfachung einer Matrix mit einem Faktor r € R, auch Multipli-
kation der Matrix mit einem Skalar r € R genannt (weil die Zahlen aus dem zu
Grunde liegenden Zahlbereich in der Vektor- und Matrixrechnung auch als Skalare be-
zeichnet werden), ist definiert durch Multiplikation eines jeden Eintrags der Matrix A mit
der Zahl . Das Produkt rA ist also die Matrix desselben Formats wie A = (ay;) , welche
die Eintrige ra; hat. Die Matrix (—1)A = (—a;;) heit das Negative der Matrix A
und wird — A notiert. [

DISKUSSION: 1) Man kann also nicht beliebige Matrizen addieren und subtrahieren:

e Summe und Differenz sind nur fir Motrizen gleicheﬁ Formats erklirt, und das Er-
gebnis ist wieder eine Matriz von diesem Formad,

Ebenso haben Vieifache rA einer Matrix A mit Faktoren 7 € R dasselbe Format wie
A . Wir schreiben skalare Faktoren meistens links vor die Matrizen bzw. die Zeilen- ader
Spaltenvektoren. Das muss man nicht so halten; Ar ist dann dasselbe wir rA .

2) Ausfithrlicher geschrieben gehen die Rechenoperationen so:

S by bin a1 +by Qiptbin
v iy oo + by = . agtbi
Um1 .. Omn b1 R /- Q1 +bm1 U O bmn
i1 oyt Qin Ty -1t Tain
I Q35 o Taiz ..
Gmi .. Omn Plm1 .- TQmn

und entsprechend natiirlich fiir die Differenzbildung (iiberall “—” statt “4+7) und fiir die
Bildung des Negativen {itberall “=” statt “r”).
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3} Fir Zeilen- bzw. Spaltenvektoren sind diese Rechenoperationeh natiirlich auch
erklart, weil das ja spezielle Matrizen sind (mit nur einer Zeile bzw. nur einer Spalte).
Dafiir gilt also:

(a1 s .. Cln) + (b} 'bg Cas bn) S (alj:bl ag:{:bg Ces anﬂ:bﬂ) s

r(ay 4z ...a,) = {ra; ray ... ra,),
bzw. -
ay bi Clq:{: b] ay Ty
453 [ bg (Lgi bg [¢5) (%)
== I = . , r| . =
U b, Ot by, Oym Pl

Den Unterschied zwischen Zeilen- und Spaltenvektoren muss man nicht zu genau nehmen;
schlieflich enthélt ein Zeilenvektor genau dieselbe Information wie der Spaltenvektor,
der dieselben Eintrdge (in gleicher Reihenfolge) hat. Die Summe und Differenz ist aber
nur fiir Vektoren gleichen Formats erkldrt (also gleiche Komponentenzahl und beides
Zeilenvektoren oder beides Spaltenvektoren), und das Ergebnis der Rechenoperationen
ist wieder ein Vektor dieses Formats. Wir erinnern daran, dass wir statt Spaltenvektoren
auch m-tupel schreiben, deren Eintrige durch Kommas abgetrennt sind. Dafiir sehen die
Rechenoperationen dann aus wie bei Zeilenvektoren: (a1, 02,...,0m) £ (b, bs, ... by) =
(alﬂ:bl,agi‘.bg, ey amibm) und r(al, an, ... ,Ctm) = (ml, Trdo, ... ,?"Cl',m) .

4} Natiirlich kann man analog auch mehr als zwei Matrizen 4;, Ao, ..., A; addieren, wenn
alle Summanden dasselbe Format haben. Und vor der Addition kann man sie noch mit
reellen Faktoren vq,rs,...,r; multiplizieren. So erhilt man die sog. Linearkombination
der Matrizen A, mit Koeflizienten r,, notiert

i
mA Frsds .0+ A = ZTkAk-
k=1

Dies ist eine Matrix desselben Formats wie alle Ay, und sie hat in Zeile 7 und Spalte

7 den Einirag rlag) + T'QG;EJ?) + ...+ ﬁag-), wenn Ag die Eintrige ag-“) besitzt fir k =
1...l. Man bildet also auch Linearkombinationen positionsweise. Besonders oft koemmen

Linearkombinationen von Vektoren gleichen Formats vor, z.B. ist

aq _ b1 o] TG1+ Sbl +tCl

Qs bq Cy Qg+ shy ey
ratsbt+tc =r| | +s| | +E] . = .

Cp bor, Crn Py 80, + 10,

eine Linearkombination von drei Vektoren a, b, ¢ aus R™. (Das Ergebnis ist wieder ein
Spaltenvektor mit m Komponenten, auch wenn er recht “breit” geraten ist.) Lisst man
die Parameter r, s, t hier beliebige reelie Zahlen durchlaufen, so bildet die entsprechende
Menge aller Linearkominationen der drei Vektoren das, was wir in 3.2 eine 3-parametrige
lineare Schar in R™ genannt hatten. Entsprechend bildet die Gesamtheit der Linearkom-
binationen ma; + ...+ ma, von [ Vektoren ay,...,a; € R™ eine [-parametrige lineare
Schar in R™ (mit der speziellen Eigenschaft, dass sie den m-gliedrigen Nullvektor enthilt;
denn der entsteht, wenn man alle Koeffizienten r, = 0 setzt). B
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BEISPIELE (zur Matriz- / Vektoraddition und Multiplikation mit Skalaren):

1) 123) (654Y_(777\_ (111
456 321) \777)7"\111

2) Esist (1 2+(-1 1)+(0 =3) =0

und 0 (1 -0,
aber man darf nichi schreiben

1 2 +r(-11)+0 -3) =0 = OG) (777,

denn die erste “07 steht fiir die 1x2-Nullmatrix (Zeilenvektor), die zweite aber fiir die
2x1-Nullmatrix (Spaltenvektor). Nullmatrizen von verschiedenem Format sind verschie-
den - wie generell Matrizen verschiedenen Formats! Wenn nétig, so kann man das Format
einer Nullmatrix als Subskript angeben, etwa hier O;yz, Osx: und allgemein Oy, bei
der mxn~Nullmatrix, '

3) Einige Linearkombinationen:
2(1 —1)—%(0 4) +3(2 0) = (8 —4),

()30 )+ 0)-2(0%)=0=(50).

1 ¢ 0 Iy
0 1 0 Io
2 | O 42 | O+ 4z, || = | T3] eR”
: 0
0 0 1 Tom,

Die letzte Rechnung zeigt:

e Jeder Vektor in x € R™ ist eine Linearkombination der kanonischen Basisvektoren
€1,... en von R™: die Koeffizienten sind dabei diec Komponenten z; von x und

eindeutig bestimmd,

Lm

Iy i
T = . = E Ti€; .
: i=1

4) Die Linearkombination. von [ Vektoren / Matrizen mit gleichen Koeffizienten ry = 2

fir k == 1...1 nennt man ihr arithmetisches Mittel. Zum Beispiel sind

1 o\ [1/2 1
112 +il-1) = {12 :«% 1
0 1 1/2 1
nd
1N -/ 0 1 2/3 2
Liz)+d{t)+df o) =| 13) =5 1
0 1 -2 ~1/3 -1

arithmetische Mittel von zwei bzw. drei Vektoren aus R*.



150 Mathematik fiir Wirtschaftswissenschaftler

Die geometrische Bedeutung des arithmetischen Mittels von zwei Vektoren a,b € R™ ist
der Mittelpunkt der Verbindungsstrecke von a nach & in R™. Das arithmetische Mittel von
drei Vektoren in R™ ist der Schwerpunkt des Dreiecks, das diese Vektoren als Eckpunkte
hat. Das arithmetische Mittel der kanonischen Basisvektoren in R™ ist

1 0 0 1/m 1
0 1 0 1/m 1
1 1 | A 1 m
e 0 oy 0 R - B = I/.?n = 75 L] e rm.
: : 0 : :
0 0 1 1/m 1

5) Wir betrachten eine dkonomische Anwendung (formaler Art, d.h. skonomische Pro-
bleme werden nicht geldst): In einem Unternehmen mit drei Teilbetriehen wird fiir jedes
Quartal eines Jahres die Verflechtungsmatrix aufgestellt, welche die Leistungen der
liefernden Stellen (Spalten) an die empfangenden Stellen (Zeilen) in Leistungseinheiten
angibt. Die vier Verflechtungsmatrizen fiir die vier Quartale seien z.B.

020 0 015 0 020 0 025 0
Ar=130 010, A, =126 05], A3=1[250 015], As=140 010
1010 O 10 50 1510 0 515 0
Dann gibt die Summe der vier Matrizen
080 0
A+ A+ A+ A = 120 0 40
40 40 0
die Verflechtungsmatrix fiir das ganze Jahr an und z.B. die Differenz
0 5 0
Ay — Ay = 15 0 =5
-1 5 0

die Mehr- bzw. Minderleistungen im vierten Quartal gegeniiber dem dritten Quartal. (Be-
achte, dass hier kein Teilbetrieb Eigenleistungen verbrancht, also die A, Nulleintridge auf
der Diagonalen haben; das gilt dann nattirlich auch fiir die Summe und fiir Differenzen.)
Hétte man in jedem Quartal diesetben Leistungen verzeichnet wie im ersten, so hétte sich
als Verflechtungsmatrix fiir des gesamte Jahr 44, ergeben. Hier ist “sufillig” 4A4; gleich
der Summe Ay + As + Az + Ay, d.h. die im Vergleich mit dem ersten Quartal festzustel-
lenden Mehy- und Minderleistungen im zweiten, dritten und vierten Quartal heben sich
gerade auf. 4; ist daher auch das arithmetische Mittel der vier Verflechiungsmatrizen.

6) Noch einé {formale) dkonomische Anwendung: Ein Betrieb stellt an Betriebsstéitten
@ @ dasselbe Produkt her. Die monatiich produzierten Mengen erfasst ein Spal-
tenvektor (21, ...,2n), der sog. Produktionsvektor. Der Eintrag in Position (7) gibt
dabei die an der Betriebsstétte @ produzierte Produktmenge (in Mengeneinheiten) an.
Fiir die 12 Monate eines Jahres hat man dann 12 solche Produktionsvektoren xy, ..., x5
(jeder mit m Eintrigen). Werden die produzierten Mengen im k-ten Monai am Markt
zum Preis p, abgesetzt, so ist die Linearkombination

P1Xy + peXo + ... + PioXae

ein Spaltenvektor mit m Komponenten, dessen i-ter Eintrag den von der i-ten Produkti-
onsstétie erzielten Jahreserlos angibt; man konnte ihn also den Johreserldsvektor des in
die Stétten @ . @ aufgegliederten Betriebs nennen. Seine Komponentensumme (die
Summe all seiner Eintrige) ist dann der Jahreserlés des gesamten Betriebs. |
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Natiirkich braucht man nicht wirklich Vektor- und Matrizenrechnung, um die 8konomi-
schen Sachverhalte in den beiden letzten Beispielen zu evfassen. Man kann ja den Jahres-
saldo auch separat fiir jeden Teilhetrieb bzw. fir jede Produktionsstatte ermitteln, und
das lauft auf Dasselbe hinaus wie die in den Beispielen ausgefiihrte Addition der Ver-
flechtungsmatrizen bzw. Linearkombination der Produktionsvektoren. Der Vorteil des Ge-
brauchs von Matrizen und Vektoren liegt hier nur in der konzentrierten Schreibweise und
der Zusammenfassung vieler gleichartiger Vorgénge oder Berechnungen:

e Mehrere gleichartige Rechnungen mil reellen Zahlen kann man oft zu einer einzigen
Vektor- oder Matrizrechnung 2usammenfassen.

Aus den Rechengesetzen im Zahlbereich R und aus der Definition der Additon und Verviel-
fachung von Matrizen / Vektoren ergeben sich unmittelbar entsprechende Rechengesetze,
die man zur Grundlage der Definition eines allgemeinen Vektorraums gemacht hat. Diese
abstrakte Begriffsbildung ist in der Mathematik fundamental fur die Lineare Algebra. Fiir
Anwendungen der Linearen Algebra in der $konomie ist sie aber nicht so wichtig, weil
man es dort immer mit konkreten Vektorrdumen zu tun hat, z.B. mit dem Raum R™ der
m-gliedrigen Spaltenvektoren (bzw. m-tupel) oder dem Raum R™X™ der mxn—Matrizen
mit reellen Eintrdgen. Wir stellen deshalb hier auch nicht den Begriff des Vektorraums
in den Vordergrund, sondern erklaren ihn nur kurz {unter anderem deswegen, weil sich
daraus die Antwort auf die oft gestellte Frage ergibt: “Was ist eigentlich ein Vektor?”).

DISKUSSION (Rechenregeln fiir die Addition und Vervielfachung; Vektorrdume)
1) Die Rechenregeln fiir die Addition von Matrizen sind:

A+B = B+ A (Kommulativgeselz)
(A+B)+C = A+ (B+C) ( Assoziativgeselz)

A+0=4=0+4 (neutrales Blement)

A+B =0 += B -A { additives Inverses)

Hier sind — selbstverstandlich — A, B, ¢ und die Nullmatrix 0 Matrizen desselben For-
mats. Die beiden ersten Gesetze haben zur Folge, dass die Summe von beliebig vielen
gleichformatigen Matrizen definiert ist und von der Klammerung und der Reihenfolge der
Summanden nicht abhéngt. Die Summe hat natiirlich dasselbe Format wie alle Summan-
den. Die Rechengesetze hier gelten auch fiir Vektoren, also fiir einzeilige oder einspaltige
Metrizen. Nur schreibt man dann meistens kleine Buchstaben a, b, ..., 2, ¥,... {manch-
mal auch fett a, b, ...,X, ¥,...) statt der fiir Matrizen iiblichen grofen Buchstaben.

2) Die Rechenregeln fiir die Multiplikation mit einem Skalar sind:
1A = A, 04=10

r(sA) = (rs)A (Assoziativgesetz)
(r+s)A = rA+s4 (linkes Distributivgesetz)
r(A+ B) = rA+7rB (rechtes Distributivgesetz)

Hierbei sind 0,1,7,s € R und A, B Matrizen desselben Formats wie die Nullmatrix (.
Fiir das Rechnen mit Zeilen- oder Spaltenvektoren gelten diese Gesetze natiirlich auch.
Da sie ganz analog zu Rechengesetzen fiir reelle Zahlen sind, ist es nicht schwer, damit
richtig umzugehen.
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3} Hat man eine Menge V' mit einem ausgezeichneten Element O und ist fiir je zwei
Elemente v,w € V sowie fiir Zahlen » € R eine Summe v + w € V und das Vielfache
rv € V definiert, derart dass die in 1) und 2) angegebenen Rechenregeln analog gelten,
so nennt man V' mit dieser Struktur einen reellen Vektorraum, die Elemente v, w, ...
von V' Vektoren und 0 den Nullvektor. Der m-dimensionale Zahlenraum R™ der Spal-
tenvektoren mit m reellen Komponenter und der Raum R™*" der mxn-Matrizen mit
reellen Eintrigen sind die hier wichtigsten Beispiele eines Vektorraums, aber es gibt vie- -
le weitere. Zum Beispiel bilden die Polynomfunktionen auf R oder die differenzierbaren
Funktionen aus einem offenen Intervall I in R einen Vektorraum, wenn dafiir die Addition
und Vervielfachung wie iblich (wertweise) definiert und die Nullfunktion als Nullvektor
genommen wird. Auch der Bereich der reellen Zahlen R selbst bildet einen reellen Vektor-
raum (weil die geforderten Rechenregeln in R alle gelten). Daher ist es nicht ganz korrekt
zu sagen, ein Vektor sei ein “Objekt mit mehreren Komponenten” oder Eintrigen wie
eben ein m-tupel {mit m > 1) oder eine Matrix {mit mehr als einem Eintrag). Man kann
eigentlich nicht definieren, was ein einzelner “Vektor” ist, sondern der richtige Begriff ist
der des Vektorraums mit seinen Rechenoperationen und Rechengesetzen. Wenn man einen
Vektorraum hat, dann nennt men seine Elemente eben auch “Vektoren”, worum immer
es sich dabei auch handeln mag (m-tupel, Matrizen, Polynome, Funkticnen, . o)

4) Der Vorteil der Begrifisbildung des abstrakten Vektorraums ist, dass man damit
gleichartige Konstruktionen und Rechnungen in vielen ganz verschiedenen Situaticnen
einheitlich erfassen und ausfithren kann. So lassen sich z.B. Linearkombinationen nicht
nur von Spaltenvektoren und Matrizen, sondern auch von Polynomen, Funktionen, . .. |
ehen von Vektoren in einem beliebigen Vektorraum V erkldren, namlich

Tty Frove b by eV

als Linearkombination der Vektoren vy, vs,...,v € V mit Koeffizienten rq,ry, ...,
r; € R, und man kann damit genau so rechnen wie mit Linearkombinationen von Spal-
tenvektoren in R™ oder von mxn—Matrizen.

Auch viele geometrische Vorstellungen, die man mit Vektoroperationen in der durch R?
modellierten “Zeichenebene” oder in dem durch R® modellierten “Anschauungsraum”
verbindet, lassen sich auf beliebige Vektorriume iibertragen und erleichtern dann den
Umgang mit und das Verstindnis von Vektorrechnungen. Zum Beispiel bildet die Menge
aller Linearkombinationen der Form (1—¢)v-}tw zu zwei verschiedenen Vektoren v, w € V
mit ¢ € R, also die Menge aller Linearkombinationen dieser beiden Vektoren mit Koeffizi-
entensumme 1, die sog. Verbindungsgerade der Punkte v,w in V. Und wenn man noch
verlangt, dass die Koeffizienten nichtnegativ sind, so erhilt man die Verbindungsstrecke
{(A=t)v+tw : 0 <t <1} der beiden Punkte mit dem Mittelpunkt v + Lw. Aligemei-
ner nennt man eine Linearkombination von vy, v.,...,v € V eine affine Kombination
dieser Vektoren, wenn die Koeffizientensumme 1 ist, und eine konvexe Kombination,
wenn auferdem noch alle Koeffizienten nichtnegativ sind. Eine konvexe Kombination kemm
man auch als gewichtetes arithmetisches Mittel der Vektoren anschen,

84U 4+ 8oty + .. sy eV (s 20 fir k=1...1, s3+8+...+5=1).

Fiir drei verschiedene Punkte u,v,w € V', von denen keiner auf der Verbindungsgeraden
der beiden anderen liegt, bilden die affinen Kombinationen anschaulich gesprochen die
Ebene in V', die durch diese drei Punkte bestimmt ist, und die konvexen Kombinationen
fiillen das Dreieck darin mit den Ecken u,v,w aus; das arithmetische Mittel fu + Zv+ w
ist z.B. der Schwerpunkt dieses Dreiecks.
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Alldiese geometrischen Konstruktionen und Sprechweisen machen nicht nur in der Zeichen-
ebene B? und im Anschauungsraum R? Sinn, sondern — weil sie nur die Rechenoperatio-
nen und Rechengesetze eines Vektorraums erfordern — in jedem Vektorraum, also auch
im m-dimensionalen Zahlenrawm R™ mit m > 3, im Reum der mxn—Matrizen R™*" , in
Vektorrdumen von Funktionen usw, Das ist eine der niitzlichen Erkenntnisse, welche das
Konzept des allgemeinen Vektorraums mit sich bringt. B

Wichtiger als die Addition, aber nicht so einfach zu definieren, ist die Multiplikation von
Matrizen {deren Formate in gewisser Weise zusammen “passen” ). Zur Vorbereitung defi-
nieren wir das filr die Anwendungen ebenfalls sehr wichtige Skalarprodukt zweier Zeilen-
oder Spaltenvektoren mit gleicher Komponentenzahl. Der Name dieses Produkts kommt
daher, dass das Ergebnis ein Skalar ist, also eine reelle Zahl. Das Skalarprodukt ist auch
wichtig fiir die Geometrie, weil mit seiner Hilfe Grundgréfien wie Abstand und Winkel er-
klart werden. Hier aber interessieren uns nur die formalen Eigenschaften dieses Produkts.

DEFINITION: Sind ¢ und b zwei Zeilen- oder Spaltenvektoren mit gleich vielen reellen

Eintrdgen a;, ...,a, und by, ...,b, so ist das Skalarprodukt der beiden Vektoren

(auch inneres Produkt genannt) definiert ais die reelle Zahl
asb:—aby ‘L aphy +... +a,b, e R.

Um das Skalarprodukt a«b zu erhalten, multipliziert man also die Eintréige von ¢ und &
mit gleicher Positionsnumimer und addiert alle so entstehenden Produkte. ]

DISKUSSION: 1) Bei der Bildung des Skalarprodukts ist es gleichgliltig, ob die Fakto-
ren Zeilen- oder Spaltenvektoren bzaw. n-tupel sind. Die Faktoren miissen auch nicht von
gleicherm Format sein, d.h. es ist durchaus erlaubt, dass ein Faktor ein Zeilenvektor, der
andere Faktor ein Spaltenvektor ist. Einzige Bedingung ist, dass die Faktoren Vektoren
mit gleich vielen Kamponenten sind.

e Das Skalarprodukt ist nur fiir zwet (Zeilen- oder Spalten-) Vektoren mit gleicher An-
zahl von Eintrdgen definiert; das Ergebnis ist dann ein Skalar, also eine reelle Zahl.

Dementsprechend kann man auch nicht das Skalarprodukt a«bsc von drei Vektoren mit
gleicher Komponentenzahl bilden, weil a«b eine reelle Zahl und das Skalarprodukt von
a+*b mit ¢ nicht erklirt ist. (Ausnahme: a,b, ¢ haben jeweils nur eine Komponente, sind
also reelle Zahlen; dann ist ihr Skalarprodukt das gewthnliche Produkt reeller Zahlen.)
Allenfalls kann man (usb}c als Produkt sc des Skalars s := asb mit dem Vektor ¢ erkliren,

2) Analog zur Addition kénnte man ein Produkt “x* fiir Spaltenvekioren mit gleicher

Komponentenzahl definieren durch positionsweise Multiplikation der Eintrige, also durch

(@1,02,...,6,) % (by,ba,...,b.) := (a1by, asbs, ..., a.b,). Dieses Produkt wiirde auch

den iiblichen Rechenregein fiir Produkte geniigen. Nur ist es fiir die Anwendungen villig

bedeutungslos im Gegensatz zam Skalarprodukt von Vektoren und der damit spater de-
finierten Matrixmultiplikation. Deshalb wird dieses Produkt auch nicht eingefiihrt.

3) Wir haben die Notation a«b mit einem fetten Multiplikationspunkt fiir das Skalar-
produkt gewahlt, damit man es vom Produkt a - b = ab reeller Zahlen a,b unterscheiden
und an der Notation sofort erkennen kann, dass es sich um das Skalarprodukt von Vekto-
ren mit gleicher Komponentenzahl handelt. Andere gebriuchliche Bezeichnungen fiir das
Skalarprodukt sind {a, b} oder (a,b). (Letzteres ist aber ungiinstig, weil die Gefahr der
Verwechselung mit dem Paar der Vektoren o und & besteht, das ebenfalls (g, ) bezeich-
net wird.) Bei zwei Spaltenvektoren mit gleicher Komponentenzahl findet man auch die
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Notation a' b fiir ihr Skalarprodukt, wobei d der transponierte Vektor zu «a ist, d.h. der
Zeilenvektor mit denselben Eintrigen (in gleicher Reihenfolge) wie der Spaltenvektor a.
(Eigentlich ist d'b dann das Produkt einer einzeiligen Matrix @ mit einer einspaltigen
Matrix b, und dieses Produkt hat als Ergebnis eine 1 x 1-Masrix mit dem Skalarprodukt
a«b als einzigem Eintrag. Aber zwischen reellen Zahlen s und 1x1-Matrizen (s) macht
man gewohnlich keinen Unterschied.)

4} Aus der Definition des Skalarpredukts und den Rechenregeln im Zahlbereich R ergeben
sich unmittelbar folgende Rechengesetze fiir das Skalarprodukt:

asb = bea (Symmetrie)
(ra)sb = r(asb) = ae(rh) (Homogenitit)
(aa)eb = aebxTeb (linkes Distributivgesetz)
as(b£b) = ashtadd (rechtes Disiributivgesets)

Hier ist r eine reelle Zaht und a, @, b, b sind Zeilen- oder Spaltenvektoren mit gleicher Zahl
von Bintrdgen, wobei a und @ auch gleiches Format haben (d.h. beide sind Zeilenvektoren
oder beide Spaltenvektoren; sonst wére ja a & nicht definiert) und ebenso auch b und b.
Die Tatsache, dass man Summen und reelle Zahlen aus jedem Faktor des Skalarprodukts
“herausziehen” kann (die Homogenitéit und die Distributivitét), wird kurz als Bilinearitét
des Skalarprodukts bezeichnet, und man sagt, das Skalarprodukt sei eine symmetrische
Bilinearform, um diese Bilinearitét und das Symmetriegesetz hervorzuheben. Wie beim
Rechnen mit Zshlen folgen weitere Rechenregeln, wie z.B. die binomischen Formeln fiir
Skalorprodukie von Zeilen- oder Spaltenvektoren a, b desselben Formats

(adbjs(atd)=aeat2aeb4bed, (a4 b)e(a—b)=asa—beb,

wobei es hier nicht iiblich ist, etwa a? fiir a+a zu schreiben, und wie das Herausziehen
beliebiger Linearkombinalionen

(7‘18.1 + ... —1—T‘kak)°b == Tl(alﬂb) + ... —l—’rk(ak-b),
kool
(?"1:‘11 o mak) e(8ibi+... + Sgbg) = Z Zrisj(m Obj) ,
i=1 j=1
wobel die r; und s; reelle Zahlen sind, alle Vektoren a; dasselbe Format haben, alle b;
ebenfalls dasselbe Format besitzen und alle a; und b; dieselbe Anzahl von Kemponenten
haben. (Die Klammern rechts hétte man auch weglassen kénnen, weil die Ausdriicke wegen
der Homogenitit des Skalarproduktes nicht von der Art der Klammerung abhéingen.)

4) Das Skalarprodukt asa = af + ai + ... + a® eines Vektors a mit Komponenten
ai, Gg, ..., 0, ist nichtnegativ und nur dann gleich Null, wenn alle Komponenten Null
sind. Die Bildung der {nichtnegativen) Wurzel aus a+a hat viele Eigenschaften mit dem
Absolutbetrag reeller Zahlen gemeinsam und wird deshalb auch genau so notiert:

la| = vaea = \/a§+a§+...+ag,

genannt die (Euklidische) Norm oder die Lange des Vektors a. (Fallsn = 1 ist, also a
eine reelle Zahl, so ist das der gewdhnliche Absolutbetrag von a. Wenn man die Norm in
der Notation vom Absclutbetrag unterscheiden méchte, so kann man lal| dafiir schreiben.
N&tig ist das aber nicht, weil sich aus dem Kontext ergibt, ob a eine reelle Zahl ist oder
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ein Vektor mit n > 2 Kompoenenten, und

im letzteren Fall kann fa| ja nuwr die Eu-

klidische Norm bedeuten.} Mit dem elemen- Ty

targeometrischen Satz des Pythagoras kann a = (ay, az)

man sehen, dass |o| fir a = (a1,as) € R?

tatsdchlich die Lange der Strecke vom Ur-

sprung O = (0, 0) zum Punkt a ist. Oft stellt '

man Vektoren als Pfeile dar, hier z.B. den 90":

Vektor a als Pfeil mit Ende in O und Spitze 0 v

i{ilua; dg_nn iS;f!Gfil di(e;/e1ex§'entargeorrtleﬁrische geometrische Interpretation von |a| =
snge dieses Pfeils, (Von dieser Darstellungs- T

Weisi kommt auch der Name “Vektor” h%:r, ai + @ mit dem Satz des Pythagoras

der eigentlich “gerichtete GréBe” heifit.)

ag

Iy

Es gibt andere Maglichkeiten, die “Grofie” von Vektoren a mit Komponenten ay,ag, ...,y
zu messen, z.B. sind fiir diesen Zweck auch die Summe der Komponentenbetrige |al; :=
lai| + laz] + ... + |an| oder ihr Maximum |a]e = max(|a1],|az|,. .., |@.]) gebréuchliich,
oder allgemeiner die sog. p-Norm |al, = (|a1|P + |azlF + ... + |a,|P)*/? zu einem Exponen-
ten p € {1, 00[, die fiir p = 2 gerade die Euklidische Norm ist. Die Euklidische Norm |a]
ist ausgezeichnet durch ihre geometrische Bedeutung und ihren Zusammenhang mit dem
Skalarprodukt. So kann man nicht nur |a| = /ava durch das Skalarprodukt von a mit
sich selbst ausdriicken, sondern auch umgekehrt Skalarprodukte von Vektoren a,b € R”
durch Euklidische Normen

ara=laf,  asb = Ha b~ Hlaf’ — 4bf.

6) Sind a,b zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren in R, so gibt die binomische
Formel flir Skaiarprodukte folgenden Ausdruck fiir das Quadrat des Abstands von a zu
einem Punkt ¢b auf der Geraden durch den Ursprung O und durch b:

la — tb|* = |a]® — 2tasb + £*[b]*.

[Yese quadratische Funktion von ¢ € R hat ihr Minimum bei ¢ = 0, genau wenn aeb =10
ist. Genau dann ist also der Nullpunkt der zu a n#chste Punkt auf der Geraden durch ()
und b. Aus der elementaren Geometrie in der Zeichenebene R? bzw. im Anschauungsraum
R?® weifi man aber, dass die Verbindungsstrecke von einem Punkt a zum niichsten Punkt
auf einer Geraden das Lot von a auf diese Gerade ist, d.h. auf der Geraden senkrecht steht.
Also gilt dort a«b = 0, genau wenn die Pfeile; welche die Vektoren a und & darstellen,
senkrecht zueinander sind. Daher ist es sinavoll, allgemein zwei Vektoren orthogonal
zueinander oder senkrecht aufeinander zu nennen, wenn ihr Skalarprodukt definiert
ist und den Wert Null hat. Geometrisch stellt man sich einen rechten Winkel zwischen
den die Vektaren darstellenden Pfeilen vor.

7) Eine zum Skalarprodukt gehdrende Division won Vektoren ist nicht definiert. Der
Quotient von & und o miisste ja, wenn er sinnvoll zu definieren wire, die eindeutige
Losung = der Gleichung a ez = b sein. Dann miisste also 2 ein Vektor mit derselben
Zahl n von Eintrdgen wie a sein und b ein Skalar. Aber es gibt (aufler in dem hier nicht
interessierenden Fall n = 1, wo a, b, z reelle Zahlen sind und a # 0) immer unendlich viele
Losungen z dieser Gleichung, wenn a mindestens eine von Null verschiedene Komponente
a; hat; denn es handelt sich ja um eine lineare Gleichung ayzy + aazs + ... + a2, = b
fiir die n Kompoenenten von 2. Und deshalb ist keine sinnvolle Definition der Division des
Skalars b durch den Vektor a méglich, auch nicht wenn o kein Nullvektor ist. ]
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BEISPIELE (zum Skalerprodukt von Vektoren):

1) 1 3
2 e[ -2] = 1-3+2.(-2)+3-1 = 2,
3 !
0
2 0~11)e| ] =2040-14(-1)241-3 =1,
3

(1,1,1)e(1,=2,1) = 1. 14+1-(=2) +1-1 = 0.

Natiirlich ist ein Skalarprodukt Nutl, wenn einer der Faktoren ein Nullvektor ist, also nur
Eintridge Null hat. Das letzte Beispiel zeigt, dass die Umkehrung nicht gilt. Geometrisch
bedeutet aeb = 0 fiir a, b € R” ja nur, dass die Vektoren a und b, als Pfeile vom Ursprung
aus gedacht, orthogonal sind, also senkrecht zueinander; und das bedeutet (in R™ mit
n > 2) natiirlich nicht, dass a oder b der Nullvektor sein muss.

2} Das Skalarprodukt von einem Vektor a mit m Komponenten und einem Vektor, der
m gleiche Eintrége 1 hat, ist gerade die Summe der Eintrige von a:

[£5] 1
] 1
© : = (1 + Gy + ...+ Qp, -

€l 1
Daher heiBen Vektoren wie (1,1,...,1) auch summierende Vektoren. Entsprechend ist das
Skalarprodukt von a mit %(1, 1,...,1) € R™ das arithmetische Mittel der Eintrdge von
a. Sind allgemeiner Gewichte 81,82,...,8, = 0 mit $1 + 83 + ... + 8, = 1 gegeben,
s0 ist das Skalarprodukt von a mit dem Gewichtsvektor (s1,82,...,3,,) das gewichtete

arithmetische Mittel der m Eintrdge von o mit den gegebenen Gewichten:

a1 81
a2 82

. . = 8101 + 8202 + ...+ Sl
a’n Sm

3) Das Skalarprodukt eines Vektors z mit einem kanonischen Basisvektor ist eine Kom-
ponente von x. Genhauer ist zee; = x;, wenn x die Komponenten zy,...,z,, hat und e;
wie {iblich den kanonischen Basisvektor mit Eintrag 1 in i-ter Position und mit weiteren
m—1 Eintrégen 0 bezeichnet, also

Iq m
3:2 ”~ - ~
Tee;, = . '(0,...,0,1,0,...,0):335.
) i-te Position
QJm

Insbesondere haben wir fiir das Skalarprodukt von zwei kanonischen Basisvektoren e; und
e; in R™: beer - e {1, wenn ¢ = j,

v 10, wenn 4.
Dabei ist das sog. Kronecker—-Delta—Symbol &;; eine in der Mathematik iibliche Abkiirzung
fitr eine Gréfe, die den Wert 1 hat, wenn heide Indizes gleich sind, und den Wert 0 sonst.



Kap. 3, Abschnitt 3.3 157

4) Eine dkonomische Anwendung (formaler Art): Fiir m gefertigte Produkte konnen wir
die in einem gewissen Zeitraum abgesetzten Mengen 2,23, ..., Z;, (in Mengeneinheiten)
zu einem Absatzvektor x zusammenfassen und die beim Verkauf dieser Produkte er-
zielten Preise py,p2,...,Pn 2u einem Preisvektor p. Dann gibt das Skalarprodukt den

Umsatz / Erlos Xep = TP +29P2 + oo+ TP

an, der mit den m Produkten im betrachteten Zeitraum insgesamt erzielt wurde. Entspre-
chend erhélt man aus einem Produktionsvektor x, dessen Eintrige x; die Qutputs (in
Mengeneinheiten) von m Produkten angeben, und dem zugehérigen Stiickkostenvektor
k, dessen Eintréige k; die bei der Produktion pro Finheit des iten Produkts entstandenen
Kosten sind, durch Skalarproduktbildung die

Gesamtkosten Xek = ak; + ke + .. 4wk

[mmer wenn, wie hier, die gleich positionierten Eintrdge zweier gleich langen Tabellen-
spalten miteinander multipliziert und die entstehenden Produkte aufsummiert werden,
hat man in der Okonomie eine Skalarprodukthildung.

5) Anwendung auf eine lineare Gleichung: FEine lineare Gleichung
1% F sy + .ot g, = b

kann unter Verwendung des Skalarprodukts kurz

aex =15
geschrieben werden, wo a = (a;, @z, .. .,a,) der Koeffizientenvektor der Gleichung ist und
2= (21,22,...,%,) der Vektor der Unbekannten. Die rechte Seite ist hier natiirlich ein

Skalar b € R. Die Lisungsmenge besteht also aus allen Vektoren 2 € R"*, die mit dem
Koeffizientenvektor a ein Skalarprodukt mit dem gegebenen Wert b bilden. Im homogenen
Fall b = 0 LBt sich die Loésungsmenge geometrisch als die Menge aller zu a senkrechten
Vektoren in R™ beschreiben, genannt der zu a orthogonale Unterraum von R™ und notiert
{a}* . Aus den Rechenregeln fiir das Skalarprodukt folgt fiir jede “spezielle” Losung a*:

ez =>b <= Gqgex=oax = ae(z—-z")=0,
d.h. die Lésungsmenge L zu asz = b erhilt man durch die Parallelverschiebung von {a}*,

die den Nullvektor in z* iiberfilhrt, L=2* + {a}*+. Tn R ist das die zur Richtung von a0
senkrechte Gerade durch z*, in R? die zur Richtung von a-£0 senkrechte Ebene durch z*.

Aus den Rechenregeln fir das Skalarprodukt sieht man auch unmittelbar:

e Linearkombinationen von Lisungsvektoren x, € R™ der homogenen Gleichung sind
wieder Losungen der homogenen Gleichung;

e affine Kombinationen von Ldsungsvektoren x, € R™ der inhomogenen Gleichung
sind wieder Lisungen der inhomogenen Gleichung.

l {
Cl'Zthk = Ztk(aoxk) ;
k=1 k=l

weil im ersten Fall aex;, = 0 ist fiir alle &k, also auch die rechte Seite der letzten Gleichung
= 0, und im zweiten Fall a«x; = b fiir alle £ sowie Zizl tx = 1, also die rechte Seite
der letzten Gleichung wieder = b. Die Aussagen hier gelten tibrigens nicht nur fiir lineare
Gleichungen, sondern auch analog fiir lineare Gleichungssysteme und kénnen (mithsam)
durch direkte Rechnungen mit den Gleichungssystemen oder (einfacher) mit den folgenden
Rechenregeln fiir die Multiplikation von Matrizen an Spaltenvektoren gezeigt werden. #

Beides folgt aus
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Um zu motivieren, wie man das Produkt einer Matriz mit einem Speltenvektor sinnvoll
definiert, betrachten wir folgende dkonomische Situation: In einem Betrieb werden die
Produkte [I],...,[n] gefertigt, wobei die Rohstoffe (1),...,(m) Verwendung finden. Die
Materialverflechtungsmatrix R = (r;;)

— Produkte

@ 11 Yo e Tin
@ a1 Taz .. Ton

@ mli Tm2 -+ Tmn

Rohstoffe )

hat in der i-ten Zeile und j-ten Spalte den Rohstoffverbrauchskoeflizienten r;; als
Eintrag, der angibt, wieviele Mengeneinheiten des Rohstoffs @ fiir die Herstellung einer
Einheit des Produkts []] benttigt werden. Die Frage ist nun, wie man zu einem ge-
gebenen Produktionsoutputvektor x = (zy,22,...,2,) den zugehdrigen Rohstoff-
bedarfsvektor z = (21, 22,..., %) berechnet, dessen Eintrége z; angeben, wieviele Ein-
heiten vom Rohstoff @ gebraucht werden, wenn der gegebene Produktionsplan von 24
Qutputeininheiten des Produkts . 3 Outputeinheiten des Produkts 2], ..., 2z, Out-
puteinheiten des Produkts realisiert werden soll. Da man fiir die Herstellung von z;
Outputeinheiten des Produkts [7] gerade ri; Einheiten des Rohstoffs (i) braucht, ist die
Antwort :

Z; =TT+ rpls .. b PinTa fir p=1...m,

die i-te Komponente von z ist also das Skalarprodukt der i-ten Zeile der Materialver-
flechtungsmatrix R mit dem Produktionsvektor x. Dies kann man durch eine einzige
Vektorgleichung

7z — Hx

ausdriicken, wenn man das Produkt von der Matrix R (mit n Spalten) mit dem Spalten-
vektor x {mit n Eintrégen) gerade so definiert, wie wir es jetzt tun:

DEFINITION: Das Produkt einer Matrix mit einem Spaltenvektor ist definiert,
wenn die Spaitenzahl n der Matrix A gleich der Anzahl der Komponenten des Spalten-
vektors x ist; ist m die Zeilenzah! von A, so ist das Ergebnis Az der Multiplikation der
m-gliedrige Spaltenvektor, der als i-ten Eintrag das Skalarprodukt der i-ten Zeile von A
mit der Spalte z hat fir 1 <4 <m. B
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DISKUSSION: 1) Ausgeschrieben lautet die Definition:.

x
Gy Gz - Qg $1 Q13T+t . FQ1nTy
Gz gz v Qop 2 Qo121 oot .. HopTy n
Az = . . . : = . eR™,
Oml Gmg ' Omp $ Um1Z1+H0maTa+ o e Ty,
T

Dabei steht rechts ein Spaltenvektor mit ebenso vielen Eintrédgen, wie die Matrix links
Zeilen besitzt, und die Spaltenzahl der Matrix ist gleich der Komponentenzahl des Spal-
tenvektors, an den sie multipliziert wird. Fiihrt man die Abkitzung g, :== (a1 a2 -.. Gin)
fiir die i-te Zeile der Matrix A ein, so kann man entsprechend der Definition schreiben

y 2T

a Qoo

@y s
Az = x =

2) Eine andere Maglichkeit der Beschreibung des Produkts Az ist folgende:

a7 12 Q1

Qo1 a2 Qo ' - _ -
Ar = 14 ] + x4 . + ... 2 . = D01 + Xolo + ...+ 2,0, ,

Oyt - A2 Qrn,

wo @; die j-te Spalte der Matrix A bezeichnet. Es gilt also:
15

e Das Produkt Az ist die Linearkombination der Spaltenvektoren @; = : von A
mit den Komponenten x; der Spalte © als Koeffizienten. Ol

Insbesondere hat der Ergebnisvektor Az dasselbe Format wie die Spalten von A, und z
muss ebenso viele Komponenten haben wie die Matrix A Spalten, damit das Produkt Az
definiert ist.

3) Wir betonen nochmals ausdriicklich, dass man nicht beliebige Matrizen an beliebige
Vektoren multiplizieren kann, sondern dass die Formate zusammen “passen” miissen:
e Das Produkt Az ist nur definiert, wenn die Spaltenzahl der Matriz A gleich der
Komponentenzahl des Spaltenvektors ¢ ist;

e dos Ergebnis der Multiplikation Az ist dann ein Spaltenvektor mit so vielen Ein-
trigen, wie A Zeilen hai;

e deshalb sind z und Az im Allgemeinen Spalten mit unterschiedlich vielen Eintrédgen;
nur wenn A eine guadratische Matriz ist, haben x und Ax dasselbe Format.

4) Die grundlegenden Rechenregeln fiir die Multiplikation von Matrizen an Spal-
tenvektoren sind folgende:

0z = 0, A0=0
Alrz) = r(Az) = (rA)z ( Homogenitit)
(A+B)z = Az + Bz (linkes Distributivgesetz)
Alz+T) = Az + AT (rechtes Distributivgesetz)
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Dabhei sind 4, B und die Nullmatrix 0 Matrizen vom gleichen Format (m,n), die Vektoren
z, T und der Nullvektor im Produkt ACG sind n-gliedrige Spaltenvektoren, » € R ist ein
Skalar und die Gleichungen sind als Gleichheit von Spaltenvektoren mit m Komponenten
zu verstehen. Die beiden Distributivgesetze und die Homogenitét fasst man zusammen,
indem man sagt, dass das Produkt von mxn-Matrizen mit n-gliedrigen Spaltenvekio-
ren eine dilineare Rechenoperation ist. Die Bilinearitét, also das erlaubte “Herausziehen”
von Summenbildung und Multiplikation mit Skalaren aus den Faktoren, ist iiberhaupt
die grundlegende Eigenschaft jeder Rechenoperation, die als “Produktbildung” bezeich-
net wird. Natiirlich lassen sich dann auch Summen mit mehr als zwei Summanden aus
den Faktoren des Produkts herausziehen, und allgemeiner gilt:

o Man kann bei der Produktbildung aus jedem Faktor beliebige Linearkombinationen

“herausziehen”,
was hier fiir Matrizen 4, Ay, ..., Ay € R™" Spaltenvektoren x ,x1,Xs,...,%; € R" und
Skalare 1,7 ,...,7%,81,82,...,5 € R genau heifit:
(?"1A1 + ‘T‘QAQ + .0 ?"kAk)X = ﬁ(Alx) + TQ(AQX) —+ ...+ Tk(AkX) ,
A(S]Xl + 89Xo + ...+ S;X;) = 31(AX1) + Sg(AXg) + .. -I- Sg(AXg) .

Wenn beide Faktoren Linearkombinationen sind, so muss man diese nacheinander erst aus
dem einen dann aus dem anderen Faktor “herausziehen”, also

(A+B)(x+y) = Alx+y)+B(x+y) = Ax+ Ay +Bx+ By,
k [
(TlAl -+ ?"QAQ + ...+ TkAk)(Slxl + 89X+ ...+ SgX,j) = Z ’I’iSj(Ain) ;
=l j=1
wenn auch noch B € R™*™ und y € R sind. - |

BEISPIELE (zum Produkt von Matrizen mit Spaltenvektoren):

) L))

10 2 1 7
010 ((2( |2
2 01 3/ |5
020 4

1 -1 1 -1 1 -1
1 1 1 -1 -1 -1

1
1
1
1
1
1

Man beachte die Formate der Matrizen und Vektoren. Es darf einfach nicht passieren, dass
man Matrizen an nicht passende Spaltenvektoren multipliziert oder Ergebnisvektoren mit
falscher Komponentenzahl erhiilt! (Es kann auch nicht passieren, wenn man sich an die an-
gegebene und einzig sinnvolle Definition des Produkts von Matrizen mit Spaltenvektoren
halt und sich nicht seine eigene private Definition selbst “strickt”.)
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2) Tm Fall einer einzeiligen Matrix A =a = (a; ag ... a,) reduziert sich die Definition
des Produkts Az mit z € R™ auf die Bildung des Skalarprodukts a«z von a mit z:

ar = {ay ay ... ) T\ = (@@ +aezs+ .. +aaz,) = (aez).
Iy

T

(Genau genommen steht rechts nicht das Skalarprodukt aex, sondern der 1-gliedrige Spal-
tenvektor bzw. die 1x1-Matrix mit diesem Skalarprodukt ais einzigem Eintrag. Diesen
Unterschied, der rein formal ist, kann man ignorieren und daher die Matrixklammern
rechts weglassen. (Beachte aber, dass fiir Skalarprodukte asz = z+a gilt, wihrend das
Matrixprodukt za der Spalte z mit der Zeile a, das spéter eingefilhrt wird, nicht gleich
der 1x1-Matrix ax ist, sondern eine nxn—-Matrix.)

3) Fiir das Produkt der nXn—Einheitsmatrix
1
._ (" 0 )
I=1, := (8:;)1<i<n, 1<j<n = L 0 . i”
1

(S —
Tl

(wobei das schon erwihnte Symbol &;; den Wert 1 hat, wenn ¢ = 7 ist und den Wert 0
sonst, und das Subskript “n” bei I das Format der Einheitsmatrix anzeigt, wenn nétig)
mit einem n-gliedrigen Spaltenvektor z € R™ ist

ir = z;
denn die i-te Zeile von I ist der i-te kanonische n-gliedrige Basisvektor und dessen Ska-
larprodukt mit € R™ ist gerade die i-te Komponente von x.
e Multiplikation der Finheitsmatriz an einen (passenden!) Spaltenvektor reproduziert

diesen Vektor.

4} Fir eine Diagonalmatrix, d.h. eine quadratische Matrix der Form

d, ()
D = {dibij}1<izn, 1<j<n = 0 " n
dy,
—

T

mit Eintrégen d; auf der Diagonalen und Nulleintrdgen sonst, gilt

dy LATAY dyzy
Dp — Odz O 33.2 . dzlﬂ?z ’
dn ) \ 2y ity

1

d.h. die Multiplikation von D an z € R” liuft auf Dasselbe hinaus, wie jede Komponente
von x mit dem entsprechenden Diagonaleintrag zu multiplizieren.
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Sind alle Diagonaleintriige d; = d gleich, so ist £ das d-fache der Einheitsmatrix, und
Dz = (d)xz = d(Iz) = dv das d-fache des Spaltenvektors 2. Die Multiplikation der
Matrix dI an einen (passenden) Spaltenvektor z lduft also auf Dasselbe hinaus wie die
Muitiplikation von = mit dem Skalar d; deshalb nennt man eine Matrix der Form dll, also
eine Diagonalmatrix mit lauter gleichen Diagonaleintrdgen d, auch eine skalare Matrix.

5} Setzen wir fiir  den j-ten kanonischen Basisvektor e; € R™ ein, so ergibt sich

ayy g+ Qg 0 Q1
Qg1 CQog -+ Oop : Qo4
Aej = . . . U =
1 .
(m1 Gm2 " mp Qg
0
[:} j-te Position (von n)

e Das Produkt einer mxn—Matriz A mit dem j-ten kanonischen Basisvektor von R™
ist gerade die j-te Spalte von A.

6) Eine tkonomische Anwendung findet die Multiplikation von Matrizen an Spaltenvekto-
ren in der Input—-Output—Analyse. Wir betrachten dazu wie vor der letzten Definition
die Herstellung von Produkten ,...,[n] aus Rohstoffen / Vorprodukten @ b 7@ ,
wobei die in der mxn—Materialverflechtungsmatric R = (r;;) zusammengefassten sog.
Rohstoffverbrauchskoeffizienten r;; die Anzahl der Einheiten von @ angeben, die fiir die
Herstellung einer Einheit von Er bendtigt werden. Ist z = (21,23, ..., %,) der Produk-
tionsvektor, dessen Eintrdge die zu produzierenden Mengen der n Produkte angeben (in
Mengeneinheiten), so ist der zugehorige Rohstoffbedarfsvektor z = (21, 22,...,2m) gege
ben durch das Produkt z = R, weil die Anzahl der fiir den Produktionsplan bendétigten
Finheiten des Rohstoffs / Vorprodukts @ ja gleich z; = rypmy + rine 4 . oL Tiniy st

Wir nehmen nun an, dass die hergestellten Produkte zum Teil am Markt verkauft werden
(“Output”), was durch einen Nachfragevektor oder Absatzvektor y = (y1,%2,...,Ya) be-
schrieben wird, und zum anderen Teil in die Produktion der anderen Produkte oder auch
desselben Produkts als Vorprodukte eingehen (“Input”). Dieser Sachverhalt wird durch
eine Produkiionsverflechtungsmatriz A = (as) vom Format (n,n) beschrieben, wobei der
Eintrag a;; angibt, wieviele Einheiten des Produkts [7] fitr die Herstellung einer Einheit
des Produkts gebraucht werden. Die a;; heiflen Produktionskoeffizienten, ay; sind die
Eigenverbrauchskoeffizienten. Die Gesamtproduktion des Produkts [ 4] setzt sich dann zu-
sammen aus der am Markt abgesetzten Menge y; ( Output) und der fiir die Herstellung der
anderen Produkte bzw. desselben Produkts verbravehten Menge a;121 +ajems 4. .. Ty,
(endogener Input), also hat man die Bilanz
2y =y + Ty +apTe b+ Gty fir j=1...n,

die man in Form einer Vektorgleichung » = y + Az schreiben kann. Mit der nxn—

Einheitsmatrix I und den Rechenregeln kann man die Vektorgleichung vy = 2 — Az =

iz — Az = (I— A)z umformen, also gilt fiir Produktions- und Absatzvektor die Gleichung:
(I—Ax =y.

Die hier auftretende Matrix I--A heift auch Technologie-Matriz. Die Vektorgleichung
(I—A)z = y selbst wird als statisches Input-Output-Modell oder Leontief-Modell be-
zeichnet {“statisch”, weil hier die Koeffizienten r;; und aj als zeitlich kenstant angenom-
men sind). Das Modell lasst sich auch auf ein in Teilbetriebe / Abteilungen gegliedertes
Unternehmen anwenden und auf eine in Sektoren gegliederte Volkswirtschaft.
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Fiir einen gegebenen Produktionsvektor 2 kann man nun den Rohstoffverbrauch und die
fiir den Markt verfiigharen Mengen durch einfache Matrixmultiplikationen an o berechnen

gemif
z = Br e R™, oy = M-A)r eR™.

Dazu wére natiirlich Matrixrechnung nicht unbedingt erforderlich gewesen. Thr Vorteil ist
die tibersichtliche “indexfreie” Schreibweise, in der auch die lineare Natur der Abh#ingig-
keit von z und y vom Produktionsvektor @ zum Ausdruck kommt (Multiplikation von x
mit skalaren Faktoren und Ersetzen von x durch eine Summe von Produktionsvektoren
wirken sich entsprechend auf y und 2 aus).

Interessanter ist die Frage, ob man einen vorgegebenen Nachfragevektor y realisieren kann.
Dies erfordert die Auflésung der Gleichung (I—A)z = y nach » € R, was auf die Losung
eines Systems von n linearen Gleichungen fiir n Unbekannte mit Koeffizientenmatrix - A
und Inhomogenitit y hinanslauft. Die Struktur der Technologie-Matriz I—A ist oft fol-
gende: Die Produktionskoeffizienten aj; sind nichtnegativ und klein, so dass in den Dia-
gonalpositionen von I—A Eintrdge mit einem Wert nahe bei 1 und in den anderen Po-
sitionen nichtpositive Eintrdge von kleinem Betrag stehen. In dieser Situation kann man
mathematisch beweisen {wozu aber mehr Theorie gehort; s. 3.4), dass die Auflésung von
{I-A)z = y fiir jedes y € R" eindeutig méglich ist und dass zudem der Lésungsvektor
x € R" nichtnegative Komponenten z, > 0 hat, wenn alle Komponenten y; > 0 sind,
was ja allein Skonomisch sinnvoll ist. (Man kann schlieflich eine Produktion nicht ohne
Weiteres umkehren und durch Produktverbrauch wieder Rohstoffe zurtickgewinnen.) Sind
allerdings Produktionskoeffizienten zu grofB, so ldsst sich unter Umsténden nicht mehr je-
der Nachfragevektor y (mit y; > 0 fiir alle §) durch einen Produktionsvektor 2 mit 2 > 0
fir alle k realisieren, sondern die Lésung z hat — wenn itberhaupt eine existiert — einen
oder mehrere negative Eintrige. Dies bedeutet, dass von dem entsprechenden Produkt fiir
den endogenen Input mehr verbraucht wird, als itberhaupt produziert werden kann. Das
ist natiirlich 8kenomisch unsinnig, und die Konsequenz ist, dass in solchen Fallen eben
nicht jede beliebige Nachfrage nach den Produkten realisiert werden kann.

In der Praxis kommen meist noch Restriktionen fir die Verfigbarkeit von Rohstoffen
hinzu, was durch lineare Ungleichungen

z; < fir gewisse ¢ € {1,2,...,m}

mit gegebenen Schranken ¢; € Ry auszudriicken ist. Im Sinne der ékonomischen Frage-
stellung zuldssige Produktionsvektoren sind dann nur solche 2 € R™, fiir die erstens
alle Komponenten nichtnegativ sind und zweitens die Komponenten z; von z == Rz den
Ungleichungen z; < ¢; geniigen, also '

zpz 0 fir k=1...n, ruz trpz +.. +ree, <o fir gewisse ¢ € {1,2,...,m} .

Klar ist dann, dass Produktionsvektoren z mit hinreichend kleinen positiven Komponen-
ten zuléssig sind. Ob es aber zu einem gegebenen Nachfragevektor y (mit nichtnegativen
Komponenten} einen zuldssigen Produktionsvektor z gibt, der (I—A)z = y 13st, und wel-
che Nachfragevektoren in diesem Sinne realisierbar sind bzw. welche § méglichst nahe bei
y realisiert werden kinnen, wenn das fiir y selbst nicht méglich ist, — das sind durchaus
schwierige und komplexe Fragen, auch in der mathematischen Thearie, mit denen sich die
sog. Input-Output-Analyse befasst.
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7} Noch eine tkonomische Anwendung der Multiplikation von Matrizen an Spaltenvek-
toren: Fin Unternehmen stelle die Produkte [1],...,[n] her an verschiedenen Produkti-
onsst'&tten@ e @ . Die Verteilung der Produktionsoutputs wird beschrieben durch die
mxn-Produktionsmatrix X = (z;;), deren Eintréige z;; angeben, wieviele Einheiten
des Produkts [j] an der Stitte @ erzeugt werden (in einem betrachteten Zeitintervall,

z.B. in einem Geschéftsjahr). Ist p; der fiir den Verkauf einer Einheit von am Markt
erzielte Preis, so bilden wir den Preisvekior p = (p1,P2,---,P») und kdnnen damit den
Umsatzvektor (auch Erlsvektor genannt) w = (u3,Usz,...,Up) als Produkt der Produk-
tionsmatrix mit dem Preisvektor darstellen geméf

Uy Ty Tz 0 Tin n

¥ Tl Tzt Foe 20

u = Xp, also . =
Um Tmi T2 " Tmn Pn

Der i-te Eintrag von u ist der bei der Produktionsstétte @ erzielte Umsatz u; =
D iy Py = TPy + TPz T+ TinDn -

Um die Kostenstruktur zu beschreiben, fiihrt man die mxn-Kostenproduktionsmatrix
K = (k) ein, deren Eintrige k;; die bei Herstellung des Produkts [j] an der Produk-
tionssttte @ entstehenden Stiickkosten (Kosten pro hergestellte Mengeneinheit) ange-
ben. Das Produkt Kx der Produktionskostenmatrix K mit einem Produktionsoutput-
vektor X = (x1,%2,...,Z,) ist dann der Spaltenvektor, dessen i-ter Eintrag die Kosten
kixq+kiozs +. . ki, fiir die Realisierung des durch x gegebenen Produktionsplans bei
Produktion allein an der Stétte @ angibt. Die eigentliche Skonomische Aufgabe ist aber,
die Produktion mit gewiinschten Qutputs 21,22, ..., &, so auf die m Produktionsstatten
zu verteilen, dass die Gesamtkosten minimiert werden. Gesucht ist also eine Produktions-
matrix X = (z;;), deren Spaltensummen z1; + Zg; + ... + Tuk = Z; vorgegeben sind,
mit der Eigenschaft, dass die Summe 3", Z?:] k25, also die Gesamtkosten filr die
Produktion an allen Produktionsstitten, minimal wird. Dabei unterliegen die Eintrége
der zuldssigen Produktionsmatrizen noch tkonomischen Restriktionen wie z;; = 0 und’
2 < ¢;; mit gegebenen Kapazititsgrenzen c;; 2 0 {maximaler moglicher Produktions-
output flir das Produkt an der Produktionsstétte @ : kann auch = 0 sein, némlich
wenn [ ] an der Stitte gar nicht gefertigt wird). Die Bestimmung einer Produktions-
matrix' X zu gegebenem Produktionsoutputvektor x, welche diese Restrikticnen erfullt
und dabei zu kleinsten Gesamtkosten fithrt, ist dann eine anspruchsvolle mathematische
Aufgabe, die in die sog. Lineare Optimierung gehort, Mehr daza wiirde zu weit fiihren;
das Rechnen mit Matrizen und Vektoren ist jedenfalls Voraussetzung ftir diese Theorie.

9) Ein letztes skonomisches Beispiel fiir das Auftreten des Produkts einer Matrix mit
einem Spaltenvektor: Wir betrachten eine nxn—Ubergangsmatrix P = (py;), die den
Kiuferwechsel bei n konkurrierende Produkten in einem Beobachtungszeitraum beschreibt,
d.h py; - 100% gibt den prozentualen Anteil der Kunden des Produkts [ j] an, die zum
Produkt gewechselt (bzw. im Fall & = j beim Produkt [7] geblieben) sind. Der
Murktverteilungsvektor X = (21,%2, ..., &) zu Anfang des Beobachtungszeitraums gibt
die Anzahl z; der K#ufer des Produkts [4] zu diesem Zeitpunkt an fir j = 1...n.
Die Kéuferzahi des Produkts am Ende des Beobachtungszeitraums ist dann yy =
Pr1T1 + Dras + oo+ Dinln, d.h. der Marktverteilungsvektor ¥y = (y1,Y2, -, ¥%n) amM
Ende ist gleich dem Matrixprodukt y = Px. (Vorausgesetzt ist dabei natiirlich, dass sich
die Gesamtzahl der Kéufer im Beobachtungszeitraum nicht geéindert hat.) [ ]
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Die Liste der Beispiele fiir eine pragnante Formulierung dkonomischer Sachverhalte mit-
tels des Produkts von Matrizen und Spaltenvektoren lieSe sich noch fortsetzen. Wir ver-
zichten darauf, weil es sich dabel nur um die Formulierung, nicht um die Lésung tko-
nomischer Probleme handelt. Fir die Losung muss man letztlich doch meistens lineare
Gleichungssysteme auflsen, was wir in 3.2 besprochen haben. Es gibt aber — neben sei-
ner Nitzlichkeit fiir Gibersichtliche Formulierungen komplexer Zusammenhinge — noch
einen tieferen Grund dafiir, dass das Produkt von Matrizen und Vektoren in der mathe-
matischen Beschreibung Skonemischer Sachverhalte zwangsldufig suftaucht: Immer wenn
eine vektorielle dkonomische GréBe y = (y1, ..., Ym) lineare Abhdngigkeit von einer an-
deren vektoriellen GréBe x = (z1, ..., z,) zeigt, d.h. bei Vervielfachung von x mit einem
Faktor r € R vervielfacht sich die abhéingige Grifle y mit demselben Faktor und bei Er-
setzung von x durch eine Summe x + X wird y ersetzt durch die entsprechende Summe
y + ¥ der x und X zugeordneten abhingigen Gréfen, immer wenn eine derartige einfa-
che Gesetzimifigkeit besteht, wird der Zusammenhang zwischen der abhingigen und der
unabhéngigen vektoriellen Grofie durch eine Matrix-an—Vektor—-Multiplikation y = Ax
beschrieben! Wir erkléren das in folgender

DEFINITION und DISKUSSION (Lineare Operatoren und Matrizen):

1) Eine Zuordnung T:V — W, V 2 z — T(z) € W, zwischen zwei reellen Vektorrdum-
en V und W heifit linearer Operator oder lineare Abbildung von V nach W, wenn
sie mit den Rechenoperationen in folgender Weise vertriglich ist:

T(rz)=rT{z) und T(e+Z)=T()+TE) i W |

fur alle 2,7 € V und alle » € R. Man sagt, dass man die Multiplikation mit einem
Skalar bzw. die Summenbildung aus der linearen Abbildung “herausziehen” bzw. mit dem
linearen Operator vertauschen kann. (Es ist gleich, ob man erst diese Rechenoperationen
ausfithrt und dann die Abbildung 7' anwendet, oder ob man erst T ausfiihrt und danach
die Rechenoperationen — das Ergebnis ist dasselbe.) Da 0z = 0 der Nullvektor in V ist,
gilt dann insbesondere T(0) = T{0x) = 0T(z) = 0, also

T(0) = 0,

wobel natiirlich links der Nullvektor von V' und rechts der von W gemeint ist. Die linearen
Operatoren sind die strukturerhaltenden Abbildungen zwischen Vektorraumen und fiir die
mathematische Lineare Algebra ein genau so fundamentales Konzept wie der Begriff des
Vektorraums. In der mathematischen Modellierung Skonomischer Sachverhalte tauchen
lineare Operatoren auf, weil sie in gewisser Weise die einfachste Form der Abhingigkeit
einer (vektorietlen) GréBe y = T'(z) von einer unabhéingigen (vektoriellen) Variablen z
darstellen.

2) Ist T:V — W linear, so gilt allgemeiner
T(rz+7%) = T(rz) + TFZ) = vT{z) + 7T(Z)

fiir 2,7 € V und »,7 € R und entsprechend fiir Linearkombinationen von mehr als zwei
Vektoren Xy, ..., X, € V mit Koeffizienten r, ..., € R:

T(?“;[X] +reXo + ...+ 'r“kxk) == T‘lT(Xl) + TgT(Xg) +...+ ?“kT(Xk) .

o Lineare Operatoren sind solche Abbildungen, aus denen man beliebige Lmearkomb@—
nationshildungen “herausziehen” kann.
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3) Aus den Rechengesetzen fiir die Multiplikation von mxn-Matrizen A an n-gliedrige
Spaltenvektoren folgt, dass der Multiplikationsoperator R* 5 2 — Az € R™ ein linearer
Operator ist; denn es gilt ja A(rz) = r(Az) und A(z+2) = Az + AT fur z,2 € R* und
r € R. Das Bemerkenswerte ist, dass wir auf diese Weise jeden linearen Operator T' von
R®™ nach B™ erhalten. Dazu erinnern wir uns, dass sich jeder Vektor z = (21, ey Tp)
als Linearkombination = zye; + ... + T,e, der kanonischen Basisvektoren e; von R™
schreiben lisst mit den Komponenten ; von z als Koeffizienten. Daher gilt geméf 2),
wenn T linearer Operator von R™ nach R™ ist,

T(x) = T(xier + Zaey + ... + 2o€n) = T1T{er) + 22T (e2) + ... + z,T(e.) .

Andererseits haben wir fiir mxn—Matrizen A gesehen, dass Az gerade die Linearkombina-
tion der Spaltenvektoren von A ist mit den Komponenten von z als Koeffizienten. Wenn
wir also die Bilder der kanonischen Basisvektoren T'(e;) als Spalten der Mastrix A nehmen,
so haben wir 7'(z) = Az fiir alle 2 € R™. Damit ist ein fundamentales Frgebnis bewiesen:

e Die linearen Operatoren T:R™ — R™ sind genau die Abbildungen von der Form
T(z) = Az mit einer mxn-Matriz A = (ai;) .

o Dabei ist die j-te Spalte von A das Bild T(e;) des j-ten kanonischen Basisveklors
in R"; der Matrizeintrag a;; ist also die i-te Komponente von T'(e;) € K™

(firi=1...mund j = 1...n). Wegen dieses engen Zusammenhangs zwischen linearen
Operatoren T:R™ — R™ und Matrizen A € R™" wird oft itberhaupt kein Unterschied
zwischen beiden Objekten gemacht, d.h. man bezeichnet eine Matrix auch als linearen
Operator etc. Das ist natiirlich nicht ganz korrekt — schliefilich ist eine lineare Abbildung
7 von B” nach R™ etwas anderes als eine mxn-Matrix, ein rechteckiges Zahlenschema
also —, aber es ist gerechtfertigt, weil sich 7 und A in so einfacher Weise gegenseitig
bestimmen: T ist der Multiplikationsoperator z — Az, der A an n-gliedrige Spaltenvek-
toren multipliziert, und A ist die Matrix mit den Bildern T(e;} € R™ der kanonischen
Basisvektoren von R™ als Spalten. Man sagt, dass der lineare Operator T durch die Matriz
A dargestellt wird, wenn dieser Zusammenhang zwischen T' und A besteht.

Die eigentliche Bedeutung der Matrix-an—Vektor—Multiplikation und die mathematische
Begriindung der dazu getroffenen Definition liegt in der damit erreichten Darsteilung linea-
rer Operatoren. Die Multiplikation ist eben gerade so definiert, dass x . Az die linearen
Operatoren von B™ nach R™ beschreibt. Gleichzeitig ist mit dem obigen Ergebnis auch
die vor der Definition gemachte Aussage gerechtfertigt, dass ein linearer Zusammenhang
y = T(z) zwischen einer abhéingigen vektoriellen Grofe y (in R™) und einer unabhingi-
gen vektoriellen Variablen z (in R™) immer durch eine Matix-an—Vektor-Multiplikation
y — Az beschrieben werden kann.

4) Pine Folge des Ergebnisses aus 3), die keineswegs von vorneherein klar war, ist:

o Jede lineare Abbildung T:R™ — R™ ist durch die Angabe von m - n reellen Zahlen
eindeutiq bestimmt, ndmlich durch die Bintrige der mxn-Matriz A, dieT darstellt.

Daher lassen sich lineare Operatoren T{z) = Az auch einfach programmieren: Man
braucht nur die Matrixeintréige von A einzugeben und die Multiplikation von Matrizen an
Spaltenvektoren zu programmieren, also die Rechenvorschrift ¢; = @121 + @2z + ...+
iny, fir i = 1...m, dann liefert der Computer fiir jede Eingabe x € R™ den zugehtrigen
Wert y = T(z) = Az der linearen Abbildung als Ausgabe. Beliebige Abbildungen von R"
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nach R™ sind dagegen keineswegs durch endlich viele reelle Zaklen voltkornmen bestimmt
und insbesondere nicht durch ihre Werte in den kanonischen Basisvektoren von R™. Aus
der Kenntnis der Abbildungswerte an irgendwelchen (endlich oder unendlich vielen) Stel-
len kann man nichts iiber die Werte an anderen Stellen in R™ schliefen, wenn von der
Abbildung keine besondere Struktur bekannt ist wie z.B. Linearitit.

5) Eine Abbildung 7:V — W zwischen Vektorrdumen heit affin lineare Abbildung,
wenn man -affine Kombinationen herausziehen kann, d.h. es gilt

T((1-t)z+t2) = A-)T(z) +tT(F  fir 2,7€V und t€R
und dann auch allgemeiner

T(i;xl + t2X2 + ... —f— thk) = tlT(Xl) + th(Xg) +...+ tkT(Xk)

fir k & Nzg, X1,Xs, ...,%; € V und ity ooty ERmit & +Hp+ ... +15; = 1. Jede
lineare Abbildung ist offenbar affin linear {man kann sogar beliebige Linearkombinationen
herausziehen, nicht nur affine, wenn die Abbildung linear ist). Tatséchlich sind affin lineare
Abbildungen nur wenig allgemeiner als lineare. Ist ndmlich T:V — W linear und b€ W
ein gegebenes Element von W, so ist die Abbildung V' 3 2+ T'(z) + b € W affin linear,
und umgekehrt ist jede affin lineare Abbildung aus V' nach W von dieser Form, wobei &
das Bild des Nullpunkts in Y ist. Das kann man leicht nachrechnen. Es gilt also:

e Die affin linearen Abbildungen von V' nach W sind genau die Abbildungen, die sich
von einer linearen Abbildung nur um einen konstanten Summanden unterscheiden,
also von der Form V 3 z — T(z) +b € W sind mit einer linearen Abbildung
T:V = W und einem Element be W .

Die geometrische Bedeutung der affin linearen Abbildungen ist, dass sie Geraden in V
in Geraden in W (oder ausnahmsweise auch in Punkte in W) transformieren und dabei
Abstandsverhélenisse erhalten, so dass z.B. der Mittelpunkt 1z + 2% zu zwei Punkten z, &
in V' in den Mittelpunkt der Bildpunkte zu « und Z in W abgebildet wird. Die linearen
Abbildungen von V nach W sind durch dieselben Eigenschaften und die Zusatzbedingung,
dass der Nullvektor in V' auf den Nullvektor in W abgebildet wird, charakterisiert; sie
bilden also Geraden durch () in V auf Geraden durch O in W ab (oder ausnahmsweise auf
den Punkt {0} < W). Will man betonen, dass T:V — W linear ist und nicht nur affin
linear, dass also T(0) = O gilt und T(rz) = rT(2) fiir beliebige » € R, so neant man T
eine homogen lineare Abbildung. |

Die Interpretation der Matrix—an—Vektor-Multiplikation als linearen Operator bringt auch
eine neue Sicht auf lineare Gleichungssysteme, die eine einfache und systematische Be-
handlung der Losungsmenge und der Menge der zuléissigen rechten Seiten erméglicht. Wir
diskutieren das, um den Nutzen des Konzepis der linearen Abbildung zu demonstrieren.

DISKUSSION (Anwendungen der Linearitdt von Operatoren auf Gleichungssysteme):

1) In Abschnitt 3.1 haben wir fiir ein lineares Gleichungssystem

a1y + @y 4. Gy, = by n

asm; = b
o171 + QonXs + ...+ ag,T :bg Z ) *
(LGS} _ S oder =1

’ ' fir i=1...m
Tm1T1 + GmaTs + ..o+ Gy = bm
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schon die abkiirzende Schreibweise Az — b gebraucht, wobei A == (a;;) die mxn—Koeffi-
zientenmatriz des Systems ist, b = (by, b2, ..., b,) € R™ die Spalte der rechien Seiten
und = (z1,Zq, ..., T,) € R der Spaltenvektor der Unbekannten. Jetzt kénnen wir aber
Az € B™ als Produkt der Matrix A mit z auffassen, dann ist die i-te Komponente von
Az gerade die linke Seite der i-ten linearen Gleichung in (LGS). Somit ist

Ar = b

nicht nur eine symbolische Abkiirzung fiir das Gleichungssystem, sondern, wenn wir Az als
Produkt auffassen und die Gleichung als Vektorgleichung in IR™ , eine sinnvolle dquivalente
Formulierung von (LGS).

2) Aus der Linearitit des Operators R™ 3 2 — Ar € R™ ergeben sich nun unmittelbar
folgende Aussagen iiber das lineare Gleichungssystem (LGS):

(1) Gilt Az = b und Az = b, so lést die Linearkombination rx + 7% mit Koeffizienten
77 € R das lineare Gleichungssystem mit derselben Koeffizientenmalriz A und mit
rechier Seite vb + 7b. (Entsprechend fir Linearkombinationen myXy + ... -+ 7%y von
Losungen xq, ..., X zu AXy = by firk=1...1.)

(i) Jede Linearkombination von Lésungen des homogenen Gleichungssystems Az =10
ist wieder eine Lisung des homogenen Systems. Jede affine Kombination von Ldsun-
gen des inhomogenen Gleichungssystems Az = b ldst ebenfalls dieses System.

(iii) Jede Linearkombination von zuldssigen rechten Spalten zur Koeffizientenmatriz A
ist wieder eine zuldssige rechie Spalte.

" Die erste Aussage folgt sofort aus A{rz +7Z) = r{dx) + 7(AZ) = 70 + 7% und entspre-
chend fiir allgemeine Linearkombinationen. Die zweite erhilt man daraus, indem man
alle rechten Spalten Null setzt oder alle gleich b und dabei ry + ... +r, = 1 fiir affine
Kombinationen beachtet. Die dritte Aussage schlieflich folgt sofort aus der ersten, wenn
man sich daran erinnert, dass eine zuliissige rechte Spalte ein Vektor b € R™ ist, fiir den
Az = b (mindestens) eine Losung = € R™ besitzt. Alle drei Aussagen sind also unmittel-
bare Konsequenzen der Linearitit des Operators z — Az . Man kann sie natiirlich auch
ohne Matrix- und Vektorrechnung — aber viel uniibersichtlicher und weniger elegant —
durch direkte Rechnungen mit dem urspriinglichen Gleichungssystem (LGS) herleiten. Als
weitere Folgerung aus (i) notieren wir noch, was schon mehrfach bemerkt wurde:

(iv) Die allgemeine Lésung des inhomogenen Systems Az = b ist, wenn es tberhaupt
eine Losung gibt, die Summe irgendeiner (“speziellen”) Lisung x* € R™ und der
allgemeinen [dsung des homogenen Systems Az =0

denn wegen Ax* =b gilt ja A(zt+2*) =b <= Az + Az =b &= Ar=0.

3) Man kann die Erkenntnisse aus 2) bei der Losung linearer Gleichungssysteme praktisch
nutzen. Hat man z.B. schon Lésungen fiir zwei rechte Spalten b und ¢ und soll fiir eine
weitere rechte Spalte d losen, die man als Linearkombination d = rb + sc von b und
¢ erkennt, so braucht man nicht mehr zu rechnen, sondern kann gem#f (i) einfach die
entsprechende Linearkombination der bereits bekannten Lésungen nehmen. Und wenn
man zu Az = b schon die allgemeine Losung bestimmt hat, so kennt man geméf (iv)
auch die allgemeine Lésung des homogenen Systems und damit wieder nach (iv) auch die
allgemeine Lisung zu der neuen rechten Spalte d. -]
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Die Figenschaft der Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0
und der Menge der zuldssigen rechten Seiten & fiir Az = b, dass beliebige Linearkombina-
tionsbildung mit Elementen der Menge nicht aus der Menge herausfiihrs, erweist sich als
grundlegend fiir die Definition von “linearen Teilmengen” allgemeiner Vektorrdume, der
sogenannte Unterrdume. Mit dieser Terminologie kann man dann (ii) dadurch ausdriicken,
dass man sagt, die Lésungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems Az = 0
von m Gleichungen fiir » Unbekannte sei ein “Unterraum” von R™ und die Losunmgsmen-
ge des inhomogenen Systems Az = b ein “affiner Unterraum” (oder leer). Und (iii) wird
ausgedriickt, indem man sagt, dass die Menge der zuliissigen rechten Seiten ein Unter-
raum von R™ sei. Wir verschieben diese Diskussion aber auf einen spiteren Abschnitt, weil
wir nun zum Produkt von zwei beliebigen, aber zusammen “passenden” Matrizen kommen
wollen. '

Um diese Produktbildung zu motivieren, die alle bisher eingefithrten Produkte im Matrix-
Kalkiil als Spezialfille enthilt, betrachten wir das Produkt ¥ = Az einer mxn~Matrix
A mit einem n-gliedrigen Spaltenvektor z und das Produkt z = By einer weiteren {xm—
Matrix B mit dem m-gliedrigen Spaltenvektor y (damit dieses Produkt By erklirt ist,
muss /3 natiirlich m Spalten haben!). Dann ist z = B(Az) € R!, und es ist klar, dass
z linear von x abhédngt. Also gibt es eine {xn—Matrix ', so dass wir direkt z = Cx als
Produkt vor: C' mit 2 ausgedriickt haben. Mit anderen Worten: Wenn die linearen Opera-
toren T:R" — R™ und U/ :R™ — R durch T(z} = Az und U{y) = By gegeben sind, so
suchen wir die Matrix C, welche die Hintereinanderausfihrung ( Verkettung, Komposition)
UoT(z) :=U(T(z)) darstellt. Diese Verkettung ist offenbar wieder ein linearer Operator
von R™ nach R!. (Man kann skalare Faktoren und Summenbildung erst ans 7' und dann
aus U “herauszichen” und damit aus U/ o T'.) Also gibt es gemiB dem Zusammenhang
zwischen linearen Operatoren und Matrizen auch genau eine Matrix C' mit UoT(2) = Cz
fiir alle 2 € R™, und diese Matrix C muss natiirlich nun das Format {l, ») haben.

Um ' zu bestimmen, geniigt es, fiir 2 kanonische Basisvektoren e; aus R™ einzusetzen;
denn U7 o T(e;) = B(Ae;) ist ja die j-te Spalte von C'. Dann ist Ae; die j-te Spalte von
A, und B(Ae;) hat gemiB der Definition ‘des Produkts von B mit dieser Spalte als h-ten
Eintrag das Skalarprodukt der h-ten Zeile von B mit der j-ten Spalte von A, also

Tre
bpiayj + bpoa; + oo+ bapm; = E briaij
=

wenn A = (a;;) und B = (by) ist. Dies muss nun der Eintrag cy; in der h-ten Zeile und
j-ten Spalte der Matrix C' sein, und damit ist sie bestimmt: ¢,; ist das Skalarprodukt der
h-ten Zeile von B mit der j-ten Spalte von A. Da die so definierte Matrix ¢ bilinear von B
und A abhéingt, ist es sinnvoll, sie als Produkt €' = BA zu schreiben. Mit dieser Definition
des Produkts BA (und nur mit dieser) gilt also {BA)z = B(Az), d.h. das Matrixpro-
dukt B A stellt den linearen Qperator dar, den man durch Hintereinanderausfiihrung der
linearen Operatoren zu A und B erhilt.

Diese Uberlegungen motivieren die folgende mathematische Definition des Matrixpro-
dukts und haben durchaus auch tkonomische Bedeutung. Man stelle sich vor, dass ge-
wisse Endprodukte Nr. 1...n aus Zwischenprodukten Nr. 1...m gefertigt werden gemif
einer Produktionsmatrix § = (s;;) und dass die Zwischenprodukte ihrerseits aus 1...1
Rohstoffen hergestellt werden gemiB einer Produktionsmatrix B = (ry;) . Fiir einen gege-
benen Outputvektor x = (21, ..., z,) zu den Endprodukten beschreibt dann y = Sx die
dafiir erforderliche Produktion der Zwischenprodukte und z = Ry = R(S5x) wiederum
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die fir die Realisierung dieser Zwischenproduktion erforderlichen Mengen an Rohstoffen.
Das Matrixprodukt RS gibt also zu jedem Produktionsplan x direkt den zugehorigen
Rohstoffbedarfsvektor (RS)x an und beschreibt damit auch in dieser realen tkonomi-
schen Situation die Komposition von zwei linearen Abhéngigkeiten y = Sx und z = Ry.
In analoger Weise kommen Matrixprodukte iiberall ins Spiel, wo (vektorielle) dkonomi-
sche GréBen linear von anderen Grofien zweiter Art abhingen, die ihrerseit wiederum von
GrofBen einer dritten Art linear abhéngig sind.

DEFINITION: Das Produkt zweier Matrizen ist definiert, wenn die Spaltenzah! des
ersten Faktors gleich der Zeilenzahl des zweiten Faktors ist; das Ergebnis der Multiplika-
tion ist dann die Matrix mit der Zeilenzah! des ersten und der Spaltenzahl des zweiten
Faktors, deren Eintrige die Skalarprodukte der Zeilen des ersten mit den Spalten des zwei-
ten Faktors sind. Tst also B = (by;) eine Ixm-Matrix und A = {a;) eine mxn-Matrix,
50 ist das Produkt BA definiert und gleich der Ixn—Matrix C' = {cz;) mit den Eintragen

cr; = Skalarprodulkt der h-ten Zeile von B mit der j-ten Spalte von A

= bhla.lj + bhgagj +...+ bhmamj = Z bhiaij . o
i=1

DISKUSSION: 1) Bevor man eine Matrixmultiplikation ausfihrt, sollte man sich
zunéchst

o Klarheit iiber die Formate der Matrizfaktoren und der Produktmatriz beschaffen!

e Das Produkt isi nur definiert, wenn die Matrizfaktoren “passen”, d.h. wenn die
Spaltenzahl des ersten Faktors gleich der Zeilenzahl des zweiten ist;

o das Matrizprodukt hat dann so viele Zeilen wie der erste Matrizfoktor und so viele
Spalten wie der zweite.

Die schlimmsten Fehler, die man bei der Matrixmultiplikation machen kann, sind das
Multiplizieren von Matrizen, deren Formate nicht zusammen passen, oder die Angabe
einer Produktmatrix, die nicht das richtige Format hat. (Das kann natiirlich nur passie-
ren, wenn man sich nicht an die Definition hilt, sondern irgendweiche Vorschriften zur
Matrixmultiplikation frei erfindet.) Hat A das Format (m,n) und B das Format (I,m),
so muss also zundchst 7 = m iiberpriift werden, damit das Produkt BA iiberhaupt ge-
bildet werden kann, und dann ist das Ergebnis BA eine Matrix des Formats (I,n). Fiir
die Bedingung # = m sagt man auch, dass die Matrizen B und A komponierbar sind
oder verkettet werden kdnnen, weil diese Bedingung ja gerade bedeutet, dass die Hinter-
" einanderausfithrung der linearen Operatoren z +— Az und y — By méglich ist. Dabel
kommi es auf die Reihenfolge der Matrizfaktoren an; es ist durchaus moglich, dass B mit
A verkettet werden kann (7 = m), aber nicht A mit B (n # )

2) Ist einer der Metrizfakioren quadratisch, so hat das Matrixprodukt — wenn es definiert
ist — dasselbe Format wie der andere Faktor. Sind, beide Faktoren quadratisch, so ist das
Produkt genau dann definiert, wenn sie dasselbe Format haben, und das FErgebnis der
Multiplikation ist dann wieder eine Matrix von diesem quadratischen Format.

3) Bei etwas Ubung multipliziert man Matrizen (mit ganzen Zahlen oder einfachen Briichen
als Bintréigen) im Kopf, indem man “schielend” mit dem linken Auge eine Zeile der ersten
Matrix und mit dem rechten Auge eine Spalte der zweiten Matrix abtastet, dabei das
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Skalarprodukt der Zeile mit der Spalte ermittelt und diesen Wert in die richtige Posi-
tion der Ergebnismatrix eintrigt (dieselbe Zeilennummer wie die abgetastete Zeile und
dieseibe Spaltennummer wie die abgetastete Spalte). Fir weniger Geiibte mag folgendes
Rechenschema fiir die Matrixmultiplikation hilfreich sein (in der Mathematik fir
Okonomen wird das Falksches Schema genannt — es ist aber keine so groBartige Frfin-
dung, dass man den Namen eines FErfinders hierzu nennen miisste):

T
L
Gip + - Gi7 - Oig
T sy =4
m
p ~ - U1+ 0 Qg * - Omn
bll oo blm 165 1 © Cin
Z B: bhl - . bhi - bhm — Ch,j .. . = BA
bll o bim} k Gy oo ' o G

Das Schema zeigt an, dass die Eintragung ¢,; in Zeile h und Spalte j der Produkimatrix
BA alleine aus der h-ten Zeile des ersten Faktors B und der der j-ten Spalte des zweiten
Faktors A berechnet wird; allerdings muss man noch wissen wie, nimlich als Skalarpro-
dukt von dieser Zeile und dieser Spalte.

4) Man kann die Matrixmultiplikation auch o b b ,

B B 17 11 <. tm al}
so beschreiben: Der j-te Spaltenvektor des
Produkts C = BA ist das Produkt von B mit

dem j-ten Spaltenvektor von A. Ctj ba - bim i

Fiir den Fall, dass der zweite Faktor eine mx1-Matrix ist, also ein Spaltenvektor, stimmt
das nun definierte Matrixprodukt mit dem zuvor definierten Produkt einer Matrix mit
einem (passenden) Spaltenvektor natiirlich {iberein. Fiir die Zeilen des Produkts gilt:

Der h-te Zeilenvektor des (ch1 v Cum) = (bry +.. bm) ( Q11 ... G
Produkts C = BA ist das . .
Produkt der h-ten Zeile von K :

B mit der Matriz A . Oml .. Gmn

5) Rechenregeln fiir die Marixmultiplikation:

B(rA) = r(BA) = (rB)A ( Homogeniidt)
(B+ B)A = BA+ BA (linkes Distributivgesets)
 B(A+A) = BA+ BA (rechtes Distributivgesetz)

Diese Regeln zusammenfassend sagt man, dass die Matrizmaultiplikation eine bilineare
Rechenoperation ist. Man kann dann &uch Linearkombinationen aus jedem Faktor her-
ausziehen, alsc z.B. B(rA + ?"A) = rBA +F(BA). Natiirlich miissen die Matrizen dabei

zusemmen passen, also A und A von einem Format (m,n) und B, B von einem Format
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(I,m) sein. Der Beweis der Bilinearitt ergibt sich unmittelbar aus der schon festgestellten
Bilinearitat der Skalarproduktbildung oder (weniger elegant und mithsamer) durch direk-
tes Nachrechnen. Fiir die Mulsiplikation mit Nullmatrizen und Einheitsmatrizen gilt:

0A=0, B0=0; JA=A, BI=5,

vorausgesetzt die Matrixprodukte sind definiert. (Dabei steht “(}” fiir Nullmatrizen evtl.
verschiedenen Formats und “I” fiir Einheitsmatrizen evtl. verschiedenen Formats.) Die
Multiplikation mit einer passenden Einheitsmatriz von links oder rechts an eine Matriz
reproduziert diese. Das folgt daraus, dass die Multiplikation einer Einheitsmatrix an einen
passenden Spaltenvektor diesen Vektor reproduziert. Und dass das Produkt mit einer
passenden Nullmatrix wieder eine Nullmatrix als Ergebnis hat, ist klar.

6) Wenn sie zusammen passen, so kann man auch mehr als zwei Matrizen miteinan-
der multiplizieren. Dabei hingt das Ergebnis nicht von der Klammerung der einzelnen
Faktoren ab, d.h. es gilt

C(BA) = (CB)A (Assoziativgesetz der Matrizmultiplikation) ,

wenn die Marixprodukte auf einer Seite der Gleichung definiert sind (dann sind die Pro-
dukte auf der anderen Seite auch definiert; wenn man also BA und C'(BA) bilden kann,
s0 auch CB und (CB)A). Das kann direkt mit Matrixeintrégen nachgerechnet werden
und sieht dann so aus:
; m Iom mo
chh. ( bhiaij) = Z Conbiii; = Z (Z Cghbm') Qij -
i=1 1 =1 \h=1

h=1 h=1 i=

Aber eigentlich ist diese Rechnung iiberflissig; denn wir brauchen uns nur daran zu
erinmern, dass die Matrixmultiplikation der Hintereinanderausfihrung der zugeordne-
ten linearen Opearatoren entspricht, und die Hintereinanderausfithrung von Operato-
ren / Abbildungen ist assoziativ. (Es ist gleich, ob man sich von drei nacheinander aus-
zufiihrenden Operaticnen die beiden ersten oder die beiden letzten zu einer einzigen Ope-
ration zusammengefasst denkt.) Daher gilt fiir alle passenden Spaltenvektoren z auch
(C(BA)z = C((BA)z) = C(B{4z)) = (CB)(Az) = ((CB)A)z, und das bedeutet
C(BA) = (CB)A, weil die linearen Operatoren ja die zugehdrigen Matrizen eindeutig
bestimmen. (Setze kanonische Einheitsvektoren fiir x ein.)

7) Wir betonen nochmals, was wir gerade benutzt haben und was die Grundlage des
tieferen Verstindnisses (und nicht nur der rechnerischen Beherrschung) der Matrixmulti-
plikation ist:

e Das Produkt BA zweier Matrizen ist, wenn definiert, die Matrizdarstellung desje-
nigen linearen Operators, der durch Hintereinanderausfihrung des zu A gehdrenden
(ersten) und des zu B gehdrenden (nachfolgenden) linearen Operators entsteht.

Da 2 — Az die zu A gehdrende lineare Abbildung ist und g = By die zu B gehorende,
heiBt das gerade (BA)z = B(Az) fir alle zu A passenden Spaltenvektoren z, und genau
durch diese Bedingung hatten wir ja die Matrixmultiplikation definiert. Man beachte, dass
im Pradukt BA der rechts stehende Foktor der zuerst auszufihrenden linearen Abbildung
entspricht. Das liegt daran, dass wir Abbildungen -— wie allgemein iiblich — links vor die
Argumente schreiben, also wird bei einer Verkettung U o T{(z} = U(T(z)} anch die rechts
stehende Abbildung T zuerst ausgefiihrt.
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(Manche Autoren schreiben deshalb (z)T" oder =7 statt T(z); dann erscheinen bei Hin-
tereinanderausfithrung ((z)T)U = (z¥)¥ die Abbildingen T und I/ von links nach rechts
gelesen in der Reihenfolge, in der sie ausgefithrt werden. Im Matrixkalkiil werden nun die .
Vektoren als Zeilenvektoren geschriehen und die Matrizen von rechts daran multipliziert,
um lineare Operatoren zu beschreiben. Dann entspricht im Matrixprodukt AB der er-
ste Faktor auch der zuerst ausgefiihrten linearen Abbildung. Unter dem Gesichtspunkt,
dass wir von links nach rechts lesen, mag diese Vorgehensweise gerechtfertigt sein. Sie ist
aber uniiblich, und wir folgen der Konvention, zur Beschreibung linearer Operatoren die
Vektoren z € R” immer als Spalten zu schreiben und die Matrizen links davor.)

8) Ganz dringende Warnung:

e Fiir die Matrizmultiplikotion gilt kein Kommutativgesetz; die Eristenz und der Wert
eines Matrizprodukts hdngen im Allgemeinen von der Reihenfolge der Fuktoren ab!

Fiir Matrizen A und B mit beliebigen Formaten (m,n) und (k,l} kann AB = BA im
Allgemeinen schon deswegen nicht richtig sein, weil mit der Existenz des einen Produkts
AB (d.h. n = k) nicht auch das andere Produkt BA definiert (d.h. ! = m) sein muss. Und
auch wenn beide Produkte AB und B A definiert sind (also n = & und ! = m), so haben sie
im Allgemeinen verschiedenes Format {némlich (n,n) bei BA, aber (m, m) bei AB) und
kénnen schon deswegen nicht gleich sein. SchlieBlich zeigen einfachste Beispiele mit 2x2-
Matrizen, dass selbst in dem Fall, wo A und B gleichformatige quadratische Matrizen sind
und somit auch AB und BA dasselbe quadratische Format besitzen, irotzdem AB und
B A nicht dieselben Eintrage in denselben Positionen haben miissen, so dass AB # BA
ist, obwohl beide Produkte definiert und Matrizen des gleichen Formats sind.

Die Ungiiltigkeit des Kommutativgesetzes fitr die Matrizenmultiplikation ist eine haufi-
ge Fehlerquelle, weil geldufige Rechenregeln, welche auf der Vertauschbarkeit der Fak-
toren in einem Produkt beruhen, auf die Matriximmultiplikation angewendet werden, wo
sie nicht gelten. Zum Beispiel ist fiir gleichformatige quadratische Matrizen (A+B)? =
(A+B)(A+B) = A+ BA+ AB+ B? | und das ist # A*+2AB+ B?, wenn AB # BA ist.
(Bei quadratischen Masrizen A ist dabei A% natiirlich sine Abkiirzung fiir das Produkt A4
von A mit sich selbst.} Aus analogem Grund ist fiir gleichformatige quadratische Matrizen
im Allgemeinen (A+B)(A—B) # A® — B?. Die gelsufigen binomischen Formeln gelten
also fiir die Matrixmultiplikation nicht! Und in einer Summe AB + BC von Matrixpro-
dukten kann man den Faktor B nicht einfach ausklammern (nur AB + CB = (A+C)B
und BA + BC = B(A+C) sind korrekt). Eine Ausnahme ist die Multiplikation mit einer
Einheitsmatrix I oder einer skalaren Matrix r[; dafir gilt immer (rI)A = rA = A(r]),
wenn die Matrixprodukte erklart sind, wenn also A und I dasselbe Format haben.

9) Noch eine Warnung: Fine Division von Matrizen ist nicht definiert. Der Quotient
“B/A” zweier Matrizen A und B miisste nimlich eine Matrix-Losung X der Gleichung
AX = B sein, aber diese Gleichung ist im Allgemeinen unlosbar, selbst wenn A keine
Nullmatrix ist. AuBerdem kann es unendlich viele Losungsmatrizen X geben, und die
gleichberechtigte Gleichung XA = B kann ganz andere [&sungen haben. Welche dieser
Losungen X soll man dann zur Definition des Quotienten von B und A nehmen? Dar-
- auf gibt es keine sinnvolle Antwort, und deshalb bleibt die Division von Matrizen eben
undefiniert.

In diesem Zusammenhang bemerken wir noch, dass cus dem Verschwinden eines Matriz-
produkts AB = (0 keineswegs das Verschwinden eines Faktors folgt. Ein Beispiel erhalten
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wir, wenn wir A # 0 als Koeffizientenmatrix eines homogenen linearen Gleichungssy-
stems mit einer nichttrivialen Ldsung x # 0 nehmen; ist B die aus der einzigen Spalte x
bestehende Matrix, so gilt auch B # 0, aber AB = Az =0.

10) Die Menge der quadratischen Matrizen eines gegebenen Formats (n,n) ist verse-
hen mit einer Addition und einer Multiplikation mit Skalaren, aber auch noch mit einer
zusétziichen Multiplikation in sich, weil das Produkt von zwei nxn—Matrizen wieder das
Format (rn,n) hat. Eine mit solchen Rechenoperationen versehene Menge, fiir die alle be
der Matrixrechnung oben angegebenen Rechengesetze gelten, heifit in der Mathematik
eine Algebra (iiber dem Zahlbereich, dem die Skalare entnommen sind, hier alse iiber R).
Der Raum R™*™ der nxn-Matrizen bildet somit eine Algebra, und zwar fiir n > 2 eine
sog. nichtkommulalive Algebra, weil eben fiir die Multiplikation das Kommutativeesetz
AB = BA dann nicht allgemein gilt. Beispiele fiir kommutative Algebren, in denen man
dieselben Rechenoperationen und -gesetze und zuséitzlich noch das Kommutativgesetz hat,
sind der Raum der Polynomfunktionen auf B, und der Raum der differenzierbaren reell-
wertigen Funktionen auf einem offenen Intervall in R; hier gilt fg = ¢f fiir das Produkt

von Funktionen, also Kommutativitét. B
BEISPIELE (zur Matriemultiplikation):
1) 123 20} /438 20 12 - [24
321 11])] " {84}/, 11 32 | 44
02 02 6 4
hier sind die Produkte AB und BA definiert, aber von verschiedenem Format.
1-1 2-1 0y 22 2 Y 2—-1 0 1 -1 ist nicht
-1 1j\o 1-2) " (=2 2-2) P Ao 12/ -1 1) definiernt.
010 01\ /00 01 010y /000
000 001 \oo/, 00 060,/ {000];
00 00 0

hier ist A # 0, B #£ 0, AB = 0, BA = 0, aber AB 4 BA wegen unterschiedlichen
Formats.

— L
0D =

2) Produkte mit kanonischen Einheitsvektoren:

1 iy - ﬂm\
©..010...0)
Ti-te Pos. | a4 -+ g = {4y ... Q) = i-te Zeile von A;
Am1 - Omn
Qyy +- Qi -+ Op 0 Ay
. — | ay _
0 ) = j-te Spalte von A.
aml"'amj“'amn 1 .
0 fbmj
j-te Position {von n)
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3) Produkt eines Spalten- mit einem Zeilenvektor (sog. dyodisches Produkt):

451 (bl bg e bn) a1b1 G,lbg e albn
Oy _ a2.51 ﬂz.bz aQ.bn J—
oy by anby - amb,

Dies ist, fiir beliebige m und n definiert (passt immer, da der erste Matrixfaktor eine Spalte
und der zweite eine Zeile hat). In der anderen Reihenfolge ist das Matrixprodukt dagegen
nur definiert, wenn beide Vektoren gleich viele Komponenten haben, und das Ergebnis ist
dann das Skalarprodukt der beiden Vektoren « und b (bzw. genauer: die 1x1-Matrix mit
dem Skalarprodukt als einzigem Eintrag):

(bl bg bn) (051
= (C!.lbl +aghy + ..+ anbn) = (a-b) .

Oy,

d
_/ " 0
4) Die Multiplikation mit einer Diagonalmatric ,
an eine beliebige (passendel) Matrix A hat folgen- L o -
den Effekt: Bei Multiplikation von D rechts an A dy
werden die Spalten von A der Reihe nach mit den Diagonaleintréigen von [ vervielfacht,
bei Multiplikation von D links an A dagegen die Zeilen :

g -+ 0 Gz + - Gip ey 0 diayy - dyayy cee duagy
. d 7 v
Al Qmj Amn, I dla'ml e dja'mj e dnamn !
dy,
dy 0 a1 Gy diayy -+ dias,
4 :
O ’ iy v iy | diay o ditm
dp,
Qrml " lnn dmaml e dma'mn

Es ist also bei einer nxn-Matrix A nicht gleichgiiltig, ob man A mit der Diagonalmatrix
von rechts oder von links multipliziert. Ausnahme: I ist eine skalare Matrix, also eine
Diagonalmatrix mit lauter gleichen Diagonaleintrigen dy = ... =d,=r; dann ist AD =
DA fir alle A € R (und nur denn, wie man beweisen kann). Weitere Ausnahme: A
ist selbst eine Diagonalmatrix vom gleichen Format wie D ; dann gilt AD = DA ; denn:

e das Produki von zwei nxn—-Diagonalmatrizen ist wieder eine Diagonalmatriz, und
ihre Bintrdge sind die Produkte der gleich positionierten Eintrdge beider Fakioren.

) Zeilen- bzw. Spaltenoperationen mit einer Matriz A kann man durch Multiplikation
passender quadratischer Matrizen von links bzw. von rechts an A beschreiben. Diese Matri-
zen sehen folgendermaflen aus (alle’quadratisch vom gleichen Format (n, ), die nicht an-
gegebenen Eintrage sind 0 aufierhalb der Diagonalen und 1 auf der Diagonalen) und heifen
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Elementarmatrizen:
1 n
1
Mi(r) = A e i-te Zeile, 7 € Ry
1
1
1
RN REPRRE — i-te Zeile, s € R
Aij(s) = I
1
: 1

T j-te Spalte, j #1i

0 SRR RTEEE — i-te Zeile
1 O ----- J'—j-teZeile(j;é@')

: 1
i-te Spalte T T j-te Spalte

7. -
Vij -

M;{r) ist die Diagonalmatrix mit Eintrag r # 0 in i-ter Diagonalposition und anderen
Diagonaleintrigen 1, A;;(s) entsteht aus der Einheitsmatrix, indem man den Nulleintrag
in Position (%, j) durch den Skalar s ersetzt, und V}; erhilt man aus der Einheitsmatrix
durch Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile (oder der i-ten mit der j-ten Spalte,
das lduft hier auf Dasselbe hinaus). Allgemein bezeichnet man eine Matrix, die aus der
Einheitsmatrix durch Vertanschungen von Zeilen und / oder Spalten hervorgeht, als Per-
mutationsmatriz, weil ihre Multiplikation an einen passenden Spaltenvektor bewirkt, dass
dessen Komponenten entsprechend permutiert (vertauscht) werden. Die Multiplikation
einer Elementarmatrix von links an eine passende Matrix A bewirkt nun eine Zeilenope-
ration bei A wie folgt:

Mi(r)A entsteht aus A durch Multiplikation der i-ten Zeile mit r,

Aii(s)A entsteht aus A durch Addition des s-fachen der j-ten Zeile zur i-ten;

Vi;A entsteht aus A durch Vertauschung der i-ten mit der j-ten Zeile.
Entsprechend bewirkt die Multiplikation einer Elementarmetrix von rechts an eine pas-
sende Matrix B eine Spaltenoperation bei B

BM;(r) entsteht aus B durch Multiplikation der j-ten Spalte mit r,

BA;;(s) entsteht ans B durch Addition des s-fachen der i-ten Spalte zur j-ten;

BV; entsteht aus B durch Vertauschung der i-ten mit der j-ten Spalte.

Nun haben wir in 3.1 gesehen, dass jede mxn~Matrix A durch Zeilenoperationen auf
Zeilen-Stufen-Form gebracht werden kann. Folglich gibt es mxm~Elementarmatrizen

Ei,...,E,, derart dass das Matrixprodukt Z = E,... EyE4 A eine mXn-Matrix von
Zeilen-Stufen-Form ist. Durch Spaltenoperationen, also durch Multiplikationen mit wei-
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teren nxn-Elementarmatrizen Fy , ..., F, von rechts, kann man die Zeilen-Stufen-Matrix
Z in die Form einer mxn-Blockmatrix bringen mit einer [ x/-Einheitsmatrix I als linker
oberer Block und Nullmatrizen als weiteren Blécken. Dabet ist [ die Anzahl der Stufen
(also der Zeilen mit gewissen Eintragen # 0) in der Zeilen-Stufen-Matrix 7, also der Rang
der Matrix A. Resultat ist eine Darstellung

I; | O!,n—-l
Om—i,i| Omwi,n*i

wo die Subskripte die Formate der Nullmatrizen anzeigen. Nun kann man die Zeilen- und
Spaltenoperationen durch Muitiplikation mit Elementarmatrizen von links und rechts wie-
der riickgéingig machen und erhéit so Gleichheit von A mit der entsprechend umgeformten
Matrix der rechten Seite. Auf diese Weise bekommt man die Darstellung

I ; Ol,nfl

Ep-'-EgElAF]‘Fg"'Fq =

?

A = EFy.. E, F,... L}
O'm-«l,i{ Omfl,nﬁl
einer beliebigen mxn-Matrix A mit Rang [ als Produkt von Elementarmatrizen B, ..., &,
Fi, ..., F, (andere als oben) und der Blockmatrix aus einem Bolck I, und Nullblécken

sonst. Im Fall m = n = [ ist diese Blockmatrix die Einheitsmatrix I, , und daher gilt:

e Jede nxn-Matriz von mazimalem Rang | = n ldsst sich als Produkt von nxn-
Elementarmatrizen schreiben.

6) Potenzen einer Matrix 4 kann man bilder, wenn sie quadratisch ist, also Al = A,
A% = AA, A® := AAA usw. Es gelten dann die Potenzgesetze A*A! = At und (A*) =
A* fiir natiirliche Exponenten (aber nicht (BA)F = B*AF | wenn BA # AB ist, weil
man dann z.B. in (BA)? = BABA die beiden mittleren Faktoren nicht vertauschen darf;
man definiert auch noch AY := I als die Einheitsmatrix desselben Formats wie A). Zum
Beispiel gilt:

(LY 2_ (10 s_ (10 k_ . ’ _
A(oo)%A—(OO),A—(OO),...,A_A fiir alle k € N;

Matrizen wie diese, deren Potenzen alle gleich der Matrix selbst sind, heiflen idempotente
Matrizen. Ein anderes Beispiel, in dem bei der Potenzbildung auch etwas Unerwartetes
passiert, ist:

(o1 C (10N e
A(IODWA_&” L, AP = A, A, A=A, A=, ...

Matrizen wie diese, deren Quadrat die Einheitsmatrix ist, heien involutorische Matrizen.
Ein drittes Beispiel:

G 10 001 000
A=[001] = A*=[000],A4% =000}, = A*=0 firk>3.
000 000 000

Hier haben wir eine nilpotente Matriz, d.h. eine, die nicht selbst die Nullmatrix ist, aber
eine Nullmatrix als Potenz hat. Die nxn—Matrix A mit Eintrdgen a;;.; = 1 in der ersten
Schrigzeile oberhalb der Diagonalen und Nulleintragen sonst, hat allgemein den Nilpo-
tenzgrad n—1, d.h. es gilt A* =0 fir k > n, aber A* # 0 fir 1 <k <n.
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7) Bei sog. gestaffelten Produktionsabliufen werden gewisse Endprodukte Nr.1...n
aus Zwischenprodukten: Nr. 1...m gefertigt gemif einer Endproduktionsverflechtungs-
matrix 9 = (s;;), und die Zwischenprodukte werden ihrerseits aus 1.../ Rohstoffen her-
gestellt gemif einer Zwischenproduktionsverflechtungsmatrix B = (ry;). Die Eintrége
7 von R heiflen Rohstoffverbrauchskoeffizienten und geben an, wieviele Mengeneinhei-
ten des h-ten Rohstoffs fiir die Herstellung einer Einheit des Zwischenprodukts Nr. ¢
benétigt werden. Fntsprechend beschreiben die Zwischenproduktverbrauchskoeffizienten
si; , wieviele Einheiten des é-ten Zwischenprodukts man zur Produktion einer Einheit des
- Endprodukts Nr. j braucht. Man kann dabei auch zulassen, dass ein Rohstoff direkt in die
Endproduktion eingeht, indem man ihn einfach als Zwischenprodukt mit Verbrauchsko-
effizient 1 fiir den betreffenden Rohstoff und mit Verbrauchskoeffizient 0 fiir die anderen
Rohstoffe fithrt. Jedoch wollen wir hier den Fall ausschliefen, dass ein Endprodukt in der
Produktion von Zwischenprodukten oder von Endprodukten benétigt wird. (Eine derar-
tige Situation haben wir in 3.2 fiir eine Produktion ohne Staffelung behandelt und ein
lineares Gleichungssystem fiir den Produktionsvektor aufgestellt; dhnlich kénnte man auch
hier bei der gestaffelten Produktion verfahren, doch wird dann alles noch komplizierter.)

Ist x € R™ ein gegebener Outputvektor der Endproduktion (Produktionsplan), dessen Kom-
ponenten z; die zu produzierenden Mengeneinheiten des j-ten Endprodukts angeben, so
ist y; = s;1m1 + Sp@e + ...+ 8,2, die fiir die Endproduktion bereitzustellende Menge
des i-ten Zwischenprodukts. Die y; sind die Komponenten des Inputvektors fir die End-
produktion y € R™, der gleichzeitig der Quiputvektor der Zwischenproduktion ist (wenn
ohne Uberschuss zwischenproduziert wird). In Matrixschreibweise kann der lineare Zu-
sammenhang zwischen x und y durch y = Sx ausgedriickt werden. Entsprechend ist der
Bedarf z, an Finheiten des h-ten Rohstofls fiir die Zwischenproduktion gegeben durch
Zh = Tl + Thale + o ov F Thmm, und der Rohstoffverbrauchsvekior (Rohstoffbedarfs-
vektor) z € R', also der Inputvektor fiir die Zwischenproduktion, berechnet sich geméif
7 = Ry in linearer Weise aus y . Da y seinerseits linear von x abhéngt, ist z eine mittelbar
von x linear abhingige Variable, d.h. man erhalt z aus x durch Hintereinanderschaltung
von zwei linearen Operatoren: z = Ry = R(5%). Nun ist das Matrixprodukt RS gerade
so motiviert und definiert worden, dass R(Sx) = (RS)x gilt, d.h. die Hintereinander-
ausfilhrung der beiden Multiplikationen mit 5 und R kann ersetzt werden durch eine
einzige lineare Operation, némlich die Multipiikation mit RS .

e Der unmittelbare lineare Zusammenhanyg zwischen dem Endproduktoutputvekior X
und dem Rohstoffuerbrauchsvektor z ist gegeben durch das Produkt der Zwischen-
produktionsmatriz B mit der Endproduktionsmetriz S, d.h. z = (RS)x.

Die Uberlegungen lassen sich ausdehnen auf einen mehrstufigen Produktionsprozess, bei
dem man k > 2 Produktionsstufen hat, derart dass der Ouiputvektor x,.1 der {h~—1}-
ten Stufe jeweils der Inputvektor (Bedarfsvektor) fiir die Produktion der néchsten Stufe
h ist. Der Inputvektor fir die erste Produktionsstufe ist dann der Rohstoffverbrauchs-
vektor Xy, und der Quiputvektor der letzten Stufe ist der Endproduktoutputvektor x; .
Man hat dann k Produktionsverflechtungsmatrizen Ay, As.. .., A;, wobei die Eintrage von
Ap = (a,&?)) angeben, wieviele Einheiten des i-ten Produkts der Stufe 2—1 fiir die Herstel-
lung einer Einheit des j-ten Produkts der Stufe h erforderlich sind. Der Zusammenhang
zwischen x;, und X5, ist also wie cben x,_7 = Axx,, fir h=1...k. Somit giit
Xg = Apcl = AlAQXQ =L, = A1A2 e -Akxk R

d.h. der unmittelbare lineare Zusammenhang zwischen dem Endproduktoutputvekior x,
und dem Robstoffbedarfsvektor x4 ist durch das Produkt aller k Produktionsmatrizen {in
der Reihenfolge von links nach rechts aufsteigender Produktionsstufen) gegeben.
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8) In analoger Weise kommen, wie schon gesagt, Matrixprodukte tiberall ins Spiel, wo
(vektorielle) konomische Grofen mittelbar iiber eine Kette von linearen Abhéngigkeitsge-
setzen durch andere 8konomische (vektorielle) Variablen bestimmt sind. Noch ein Beispiel
dieser Art: Wird die Kundenwanderung zwischen n konkurrierenden Produkten in einer er-
sten Beobachtungsperiode durch die Ubergangsmatrix P; € R™*™ heschrieben und in den
folgenden Perioden durch £, ..., P, € R™*™", so ist das Matrixprodukt P = Py --- PPy
die Ubergangsmatrix, welche den Kundenwechsel im gesamten Zeitraum vom Beginn der
ersten bis zum Ende der k-ten Beobachtungsperiode darstellt. { Daraus folgt tibrigens, dass
ein Produkt von stochastischen Matrizen wie die P, hier, also Matrizen mit der Zeilensum-
me 1, wieder eine stochastische Matrix ist. Das sieht man auch durch Multiplikation der
Matrizen von links an einen summierenden Spaltenvektor, also einen mit lauter Eintrégen
1; denn Stochastizitit der Matrix bedeutet gerade, dass ein solches Matrix—an-Vektor—
Produkt als Frgebnis wieder einen summierenden Spaltenvektor hat.)

9) Matrixprodukte treten in Skonomischem Zusammenhang auch dann auf, wenn man
mehrere Vorgénge zusammenfasst, die durch Multiplikation einer festen Matrix an ver-
schiedene Spaltenvektoren beschrieben werden. Sind z.B. in einer Produktion fir & ver-
schiedene Perioden Produktionsoutputvektoren X3, Xz, ..., x; € R® vorgesehen und die
zugehérigen Rohstoffverbrauchsvektoren z, 2y, ...,2x € R™ berechnet, so erhebt sich
die Frage nach dem giinstigsten Rohstoffeinkauf. Kommen dafiir Lieferanten L., ..., L,
in Frage, wobei der h-te Lieferant fitr den i~ten Rohstoff den Preis py; verlangt, so gibt das
Produkt der Preismatriz P = (p,;) mit einem Rohstoffverbrauchsvektor z den zugehdrigen
Rohstoffkostenvektor Pz, dessen h-ite Komponente ppiz1 + ... + Damm die Kosten beim
Bezug aller in z angegebenen Rohstoffmengen vom Lieferanten Ly angibt fir h=1...1.

Hier kann man nun die aus dem Produktionsplan resultierenden Rohstoffverbrauchsvekto-
Ten z, Zs, ..., Zx als Spalten zu einer mx k- Verbrauchsmatriz Z zusammenstellen. Dann-
gibt die j-te Eintragung in der h-ten Zeile des Matrixprodukts PZ die Kosten der fir
die Realisierung des j-ten Produktionsoutputvektors benstigten Rohstoffe an, wenn die-
se alle beim Lieferanten L, bezogen werden. Unterstellt, der Bezug aller Rohstoffe bei
einem einzigen Lieferanten ist (wegen Rabatten bej griBeren Bestellungen) in jeder Peri-
ode giinstiger als die Beschaffung bei verschiedenen Lieferanten, so wird man also in jeder
Spalte von PZ die kleinste Zahl aufsuchen und dann, wenn diese bei der j-ten Spalte etwa
in h-ter Position steht, die Rohstoffe fiir die j-te Produktionsperiode beim Lieferanten Ly,
ordern.

Bei Beispielen dieser Art ist die Verwendung eines Matrixprodukts allerdings weder not-
wendig, noch besonders hilfreich — man kann genau so gut die einzelnen Vorgénge fiir
jede Periode separat durchrechnen. Die mathematische Grundlage der Zusammenfassung
von mehreren Matriz—an—Vektor-Multiplikationen zu einer Matriz-Matriz—Multiplikation
ist folgende schon frither gemachte Beobachtung:

o Die j-te Spalte des Matrizprodukts BA ist das Produkt der Matriz B mil der j-len
Spalte von A ;

e dic i-te Zeile des Muatrizprodukts BA ist das Produkt der i-ten Zeile von B mit der
Matriz A.

10) Ein letztes Beispiel zur Matrixmultiplikation aus der (Okonomie: In einem Unterneh-
men werden an Produktionsstitten @ ,...,@ Produkte ...y ] gefertigt gemaB
einer mxn—Mengenproduktionsmatriz X = (2}, wobei z;; die Zahl der von Produkt Nr.
7 an der Produktionsstitte Nr. i hergestellten Einheiten ist. Dazu gehort die gleichfor-
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matige Kostenproduktionsmatriz K = (ki;), wobel der Kostenfoktor k;; die Kosten der
Produktion einer Einheit des Produkts Nr. j an der Produktionsstitte @ angibt, also
die Stiickkosten fiir das Produkt an dieser Produktionsstitte. Die Summe

n
kaza + kapmio + b R, = E kisTi;
J=1

gibt dann die gesamten Kosten der Produktionsstétte @ an, wenn geméfl dem durch X
gegebenen Produktionsplan produziert wird.

Um diese Summe als Eintrag in einem Matrixprodukt zu interpretieren bilden wir die
transponierte Matrix (“gekippte Matrix”)

i ki oo kg

il] z?l """ E’ml \ k‘;‘,l kgg PPN rr‘i}r_)n
P L
kv Ko oen Ko C '
1 2 k‘ml km? v k‘mﬂr

Die Zeilen von K | sind also die Spalten von K, und die Spalten von K T sind die Zeilen
von K. (Hat K das Format (m,n) so ist K T eine Matrix vom Format (n,m). Nur bei
quadratischen Matrizen K hat K T dasselbe Format. Ist sogar K = K T also ki; = ky fiir
alle, 7, so heifit K eine - zur Diagonalen — symmetrische Matrix. Andere gebriuchliche
Bezeichnungen fiir die transponierte Matrix zu K sind K* oder K'; manchmal wird das
Superskript auch vorangestellt, also 'K bzw. K geschrieben.) '

Nun ist das Matrixprodukt
XK' e R

definiert, und sein i-ter Eintrag auf der Diagonalen ist gerade die obige Summe 2?21 Tiiki;
welche die Kosten der Produktionsstétte @ angibt. In diesem Sinne kénnen wir sagen;

e Die Diagonaleintrige der mxm-Matriz X KT schliisseln die Kosten auf die m
Produktionsstditten auf.

(Die in nichtdiagonalen Positionen (%,7) befindlichen Eintrdge der Matrix sind weniger
relevant; sie geben die Kosten an der Produkticnsstitte @ an, wenn dort nach dem
eigentiich fiir @ vorgesehenen Produktionsplan produziert wiirde.) Auch in der anderen
Reihenfolge ist das Produkt von X und K T definiert, nun allerdings eine nxn-Matrix:

KTX e Rnxn.
Der j-te Diagonaleintrag dieser Matrix ist

m

ki + ko oo Ry = D Kt

i=1
und gibt die Kosten fiir die Erzeugung des Produkts Nr. j saldiert iiber alle m Produk-
tionsstitten an. In diesem Sinne gilt also:

o Die Diagonaleintrige der nxn-Matriz KTX schliisseln die Kosten auf die n Pro-
dukte auf.

(Die Nichtdiagonaleintrige beschreiben hier, was die Produktion des Produkts kosten
wiirde, wenn man dafiir die Stiickkosten eines anderen Produkts hiitte; diese Eintrége
haben also keine Skonomische Bedeutung.)
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Die Summe aller Diagenaleintrage ist bei XK T und bei KTX dieselbe,

5 (ka) s (Z m) ,

=1 \j=1 J=1 \4=1

und das ist auch Skonomisch klar; denn beide Summen geben ja die Gesamtkosten der
Produktion an, nur einmal aufgegliedert in die Kosten der einzelnen Produktionsstitten
und einmal in die Gesamtkosten fiir die einzelnen Produkte. Man nennt die Summe der
Diagonaleintrige einer quadratischen Matrix ihre Spur und kann daher formulieren

o Die Spur von XK' und die von KTX geben die Gesamtkosten 31", et Kif i
der Produktion an. B

DEFINITION: Die Spur einer quadratischen Matrix A = {a;;)1<i,j<n 18t die Sum-
me ihrer Diagonaleintrige, Spur(A) = a1 +ag + ..o+ Qup = 2 g Gii - [~

DISKUSSION: 1) In den Uberlegungen im letzten Beispiel war X eine eigentlich
ganz beliebige mxn-Matrix und KT eine beliebige nxm-Matrix. Daher zeigen diese
Uberlegungen ganz allgemein den Spursatz:

Spur(AB) = Spur(BA)  firalle A€ R™" und B e R™™.

Obwohl also im Allgemeinen AB # BA ist, im Fall m # n haben diese beiden quadrati-
schen Matrizen ja sogar verschiedenes Format, besitzen AB und BA doch stets dieselbe
Sumine von Diagonaléintriigen, wenn beide Matrixprodukte definiert sind. In der Tat, ist
A= (a;;) und B = (bj,), so hat AB die Diagonaleintriige 37, ai;by fir i = 1...m und
BA die Diagonaleintrige Y - bja; fiir 7 = 1...n, und die Summe aller Diagonalein-

trige ist in beiden Fallen
Spur{ AB) ZZQW i -

i=1 j=—1

2) Bildet man zu einer Matrix A = (a;;) € R™™ die Spur des Produkts AAT | so erhslt
man die Quadratsumme aller Eintréige der Matrix:

Spur(AAT) = Z Z(am

1=1 j=1

Daher ist die Wurzel aus der Spur ein Analogon der Euklidischen Norm von Vektoren
aus R™, die ja als Quadratwurzel aus der Quadratsumme der Komponenten definiert ist.
Als ein sinnvolles Ma$ fiir die “absolute Gesamtgrofie” einer Matrix (eines von vielen
verschiedenen in der Mathematik gebréuchlichen) definieren wir daher die Euklidische
Norm einer Matrix als Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate aller Eintrége:

ZZ(CH;‘)Q .

ga=l g=1

|A] := 1/Spur( AAT) =

Man kann durch A« B = Spur(ABT) = 37, D iy Gisb;; auch ein Skalarprodukt auf
dem Raum R™*" der mxn-Matrizen einfithren, das zum iblichen Skalarprodukt auf R®
analog ist. Dann gilt auch hier, dass die Norm die Wurzel aus dem Skalarprodukt einer

Matrix mit sich selbst ist, |A] =V A+A. E






