3.4 Inverse Matrix und Determinante

In diesem Abschnitt behandeln wir nur quadratische Matrizen (von einigen Nebenbemer-
kungen abgesehen). Zur Motivation der Inversenbildung bei Matrizen betrachten wir ein
lineares Gleichungssystem

Ar =y

mit Koeffizientenmastrix € R™™ und Inhomogenitit y € R™, also ein System mit ebenso
vielen Gleichungen wie Unbekannten = = (27, ..., %,) . Angenommen wir kennen eine
Matrix £-¢ R™*" mit

BA=1 wnd AB =1,

wobei I die nxn-Finheitsmatrix ist. Dann folgt aus BA = I durch Multiplikation der
Gleichung y = Az von links mit B die Gleichung By = B(Az) = (BA)z = llz = z, also
kann nur = By die Lisung unseres Gleichungssystems sein. Dies heifit noch nicht, dass
z = By wirklich Losung ist, aber das folgt aus AB =1 mit Az = ABy)={AB)yy=Iy=y.
Also ist tatsachlich fiir jede rechte Seite y € R™

Das ist sehr praktisch; denn man kann dann die Lésung fiir jede rechte Seite y durch eine
einfache Matrix—an—Vektor—Multiplikation ausrechnen, ndmlich durch Bildung des Pro-
dukis By, und das ist im Allgemeinen viel einfacher als die Losung des Gleichungssystems
mit dem Eliminationsverfahren (Herstellung der Zeilen-Stufen-Form). Es kiappt freilich
nur, wenn wir auch eine Matrix B mit BA =1 = AB kennen, und daher machen wir erst
einmal eine

DEFINITION: Eine quadratische Matrix A heifit invertierbare Matrix oder re-
gulire Matrix, wenn es eine gleichformatige Matrix 5 gibt mit BA=1= AB. Dann
heift B die zu A inverse Matrix und wird A~! notiert. Ist A nicht invertierbar, so heifit
A auch singulire Matrix. B

Man darf von der inversen Matrix sprechen, weil es nur eine einzige geben kann; denn
aus BA = I und AB = I folgt die Gleichheit B = Bl = B(AB) = (BA)B =18 = 5.
Die Notation A~! fir die Inverse ist sinnvoll, weil dann gilt A=A = AY = ATA™! wie
hei einem Potenzgesetz (wobei A' := A und A® := I gesetzt ist).

DISKUSSION: 1) Die Bedeutung der inversen Matrix fiir die Losung linearer Glei-
chungssysteme haben wir vor der Definition schon gesehen:

e Isi die Koeffizientenmatriz des linearen Gleichungssystems Az = y von n Gleichun-
gen fiir n Unbekannte unvertierbar, so ist x = A"ty die eindeutige Losung.

Insbesondere liegt der “gute” Fall der eindeutigen Losbarkeit fiir jede rechte Seite vor,
wenn eine Inverse zur Koeffizientenmatrix existiert. Und man erhilt die Lésung durch
eine einfache Matrix—an—Vektor-Multipiikation, wenn man die inverse Matrix A~ kennt.

2) Nur quadratische Matrizen kénnen eine Inverse haben; denn wenn BA =1 = AB ist,
so sind die Produkte AB und BA beide definiert und von gleichem Format, und das geht
nur, wenn A, B gleichformatige quadratische Matrizen sind. Aber natiirlich ist nicht jede
quadratische Matrix A invertierbar!
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3) Bei quadratischen Matrizen A, B ¢ R™™ genlgt es, eine der beiden Gleichungen
AB = I bzw. BA = I nachzuweisen; dann folgt schon die jeweils andere Gleichung,
und B ist die Inverse zu A. Ist z.B. BA = [, so hat das homogene Gleichungssystem
Az = 0 nur die friviale Lésung 2z = Ier = (BA)z = B(Az) = B0 = 0. Dann aber
wigsen wir aus 3.2, weil wir gleich viele Gleichungen und Unbekannte haben, dass das
Gleichungssystem Ax = y fir jede rechte Seite y € R™ eindeutig ldsbar ist, und wegen
z = Iz = (BA)r = B(Ax) = By muss z = By diese eindeutige Ldsung sein, d.h. es gilt
auch (AByy = A{By) =y fir alle y € R® und damit AB = L. Ist andererseits AB =1
so wenden wir das Argument auf B statt A an und erhalten auch BA =1.

4) Die inverse Matrix entspricht dem linearen Umkehroperator zu einem linearen
Operator T : R” 2 2 +— Az € R"™. Dass T eine Umkehrabbildung 7 besitzt, heifit ja,
dass es zu jedem y € R™ genau ein =z € R™ gibt mit 7(z) = ¥, und dann ist 7 (y} = =.
Besitzt A eine inverse Matrix A71, so ist z = A 'y die eindeutige Lésung zu T(z) =
Az =y, also existiert die Umkehrabbildung und ist durch T7(y) = A~ly gegeben. Ist
andererseits 7~! Umkehrabbildung zu T, so ist 7% auch wieder linear (denn 7' *(sy) =
ST Hy) gilt, weil T(sz) = sy ist, und T y+y) = T-Hy)+T (7)) gilt, weil T(2+F) =
y+7 ist, wenn T(z) = y und T(Z) = §). Also wird T7! durch eine Matrix B € R™"
dargestellt, T-1(y) = By fiir alle . Das aber heifit BAz = T 1(Az) = T"YT(z)) = =z
fiir alle z € R™, also ist BA =1, und B inverse Matrix zu A.

o Line inverse Malriv zu A € R™" existier! genau dann, wenn der durch A darge-
stellte lineare Operator T :R™ — R™ umkehrbar ist; der inverse lineare Operator
T* wird dann durch die inverse Matriz A=' dargestellt.

5) Rechenregeln fiir die Inversenbildung: Die invertierbaren n x n—Matrizen bilden
eine Gruppe, d.h. mit A, B € R™*" sind auch A™!, AB invertierbar. AuBerdem sind mit
A auch die transponierte Matrix AT und Vielfache rA4 mit r € R invertierbar. Es gilt:

A=A @AB) T =BAT (AT =), (rA) = AT (r £0);

die Inverse der inversen Matrix ist also die Ausgangsmatrix, die Inverse eines Matrixpro-
dukts ist das Produkt der inversen [aktoren, aber in wmgekehrter Reihenfolge (1), das
Inverse der transponierten Matrix ist die Transponierte der Inversen. Die erste Regel be-
sagt AA™ = Tund A~'A = I und ist klar ebenso wie die letste. Die zweite folgt aus
(B A NAB) = B"Y{A™1A)B = B~'IB = B~'B = L. Die dritte beruht auf

(BA)T = ATBT,

was man sich leicht iiberlegt. (Der Eintrag des letzten Produkts in Position (7, j) ist das
Skalarprodukt der ¢-ten Spalte von A mit der j-ten Zeile von B, weil ja die Spalten der
transponierten Matrix die Zeilen der urspriinglichen Matrix sind und die Zeilen der trans-
ponierten Matrix die Spalten der urspriinglichen. Dieses Skalarprodukt ist aber gerade
der Eintrag von BA in Position (7,4}, also der von (BA)T in Position (4, 7).) Da offenbar
IT = List, folgt daraus (A=)TAT = (AA-)T =17 =1.

6) Matrizpotenzen mil ganzen Ezponenten A* exklirt man fir k € N durch Multiplikation
von k Matrixfaktoren A und, wenn A invertierbare Matrix ist, fiir k = —I ¢ Z. durch
Muitiptikation von { Matrixfaktoren A~!; fiir k = 0 wird noch A® ;= I gesetzt. Es gelten
dann die Gblichen Potenzgesetze

AR AL = AR (AR = AH fir alle k1€ Z,
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aber (AB)* = A*B* ist im Allgemeinen nicht richtig, wenn AB # BA ist; fir k = —1 gilt
sogar (AB) 1 = B'A"! gerade mit der wmgekehrten Reihenfoige der Faktoren rechts.
Fine Division von Matrizen ist nicht erklirt, selbst wenn beide quadratisch sind und der
Nenner A invertierbar ist. Das Problem ist, dass man hier zwei mogliche Definitionen
A7 B und BA™! des Quotienten “%” hat, die im Allgemeinen verschiedene Ergebnisse
liefern, und dass fiir keine der beiden Definitionen verniinftige Rechenregein gelten, die
man von einer Quotientenbildung fordern wiirde. Zum Beispiel sollte A»-% = B = %A
gelten, aber ABA™' = B bzw. A7'BA = B stimmt nur, wenn AB = BA ist, und die
Matrixmultiplikation bei nxn-Matrizen ist ja (fiir n > 2) nicht kommutativ.

7} Tiir allgemeine mxn—Matrizen A heifit B € R™™ eine Linksinverse, wenn BA =1,
ist, und ¢ € R™™ eine Rechtsinverse wenn AC = I, ist. Existiert eine Linksinverse B
zu A, so ist das Gleichungssystem Az = 0 nur trivial lésbar, weil z = Iz = (BA)x =
B(Az) = B0 = 0 folgt; also muss gemd$ 3.2 dann m = n sein (mindestens so viele
homogene Gleichungen wie Unbekannte). Existiert aber eine Rechtsinverse C', so gilt
A(Cy) = (AC)y =1,y =y, d.h. das Gleichungssystem Az = y hat fiir jede rechte Seite
y € R™ eine Losung z = Cy; gemdf 3.2 muss dann m < n sein (hochstens so viele
Gleichungen wie Unbekannte). Tm Fall m < » ist auBerdem eine Rechtsinverse ' — wenn
eine existiert — nicht eindeutig bestimmt, weil man beliebige Lsungen z # 0 von Az =0
zu den Spalten von €' addieren kann, ohne an der Gleichung AC = I, etwas zu andern.
Entsprechend ist im Fall m > n eine Linksinverse B nie eindeutig — wenn eine existiert —,
weil man zu den Zeilen von B Lésungen z # 0 des homogenen Gleichungssystems zA = (
von n linearen Gleichungen fiir m Unbekannte z = (21 ... 2n) addieren kann, ohne an
der Gleichung BA =1, etwas zu &dndern. Nur im quadratischen Fall m =n kann es also
Rechtsinverse und Linksinverse zugleich geben, und dann zeigt 3}, dass jede Rechtsinverse
und jede Linksinverse automatisch schon die eindeutige beidseitige Inverse ist.

8) Eine linksinverse Matrix zu A € R™" kann man als Losung X' = B der Matrix-
gleichung X A = I, auffassen, eine rechtsinverse Matrix entsprechend als Losung X = C
der Matrixgleichung AX = L, . Fiir allgemeine lineare Matrizgleichungen XA = R baw.
AX = § folgt, dass X = RC bzw. X = BS die Losung sein muss, wenn es eine gibt.
Ist A invertierbar und sind R, § quadratische Matrizen vom gleichen Format wie 4, so
hat XA = R die eindeutige Losung X = RA™! und AX = § die eindeutige Losung
X =A715. =2

FRAGEN, die sich nun aufdringen, sind:
1) Wie sieht man, ob eine gegebene (quadratische!) Matrix A invertierbar ist?
2) Wie berechnet man dann die Inverse A~ 7

Die Answort auf beide Fragen liegt, wie wir sehen werden, in der Herstellung der Zeilen-
Stufen-Form der Matrix mit Zeilentransformationen, und zwar gentgt fiir die Beantwor-
tung der ersten Frage eine gewdhnliche Zeilen-Stufen-Form, wihrend man zur Berechnung
der inversen Matrix noch weitere Zeilentransformationen durchfithren muss bis zur kano-
nischen Zeilen-Stufen-Form, welche bei invertierbaren Matrizen nichts anderes als die
Einheitsmatrix ist. ]

Im folgenden Satz geben wir verschiedene Kriterien fiir die Invertierbarkeit einer quadra-
tischen Matrix an und beschreiben die Berechung der Inversen genauer:
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SATZ: 1) (Kriterien fiir Invertierbarkeit)
Fiir eine quadratische nxn—Matriz A sind folgende Aussagen dguivalent:

(i
(i

A ist reguldir, d.h. die Inverse A™" existiert;

das homogene lineare Gleichungssystem Az = G hat nur die friviale Lisung;

iil) das Gleichungssystem Ax = y hat fir jede rechte Seite y € R™ eine Lésung;

(v

Vi

)

)
(iii)
(iv) der Rang von A ist mazimal, also gleich n;

VA hat als Zeilen-Stufen-Form eine nxn-Dreiecksmatriz mit Diagonaleintrdgen # 0 ;
(vi)

A hat als kanonische Zeilen-Stufen-Form die Einheitsmatriz I, .

2) (Berechnung der Inversen) /st A invertierbar, so erhdlt man die j-te Spaite
von A7 als Lisung des linearen Gleichungssystems Az = e; mit dem j-ten kanonischen
Basisvektor e; von R* als rechte Seite (j = 1...n). Man erhilt die Inverse A~ auch,
indem man die Zeilenoperationen, die von A zur kanonischen Zeilen-Stufen-Form (vi)
fiihren, in gleicher Reihenfolge auf die Einheitsmatriz 1, anwendet.

Die Aguivalenz von (ii), (i), (iv) und (v} fiir Systeme von n linearen Gleichungen mit n
Unbekannten wissen wir schon aus 3.2. Aus einer Zeilen-Stufen-Form wie in (v) kann man
offenbar durch weitere Zeilentransformationen die Einheitsmatrix I, erzeugen, daher ist
(v) auch dquivalent zu (vi). Wir haben auch schon gesehen, dass die Existenz der inversen
Matrix (i) gleichbedeutend ist mit der Umkehrbarkeit des linearen Operators z r» Az
auf R™, also mit der eindeutigen Losbarkeit {ii),(iii) von Az =y fiir alle y € R™. Damit
ist Teil 1) des Satzes schon klar. Fiir Teil 2) erinnern wir uns, dass A *e; die j-te Spalte
der Matrix A~ ist. Andererseits gilt A(A"'e;} = e;, also ist A~'e; auch die Losung zu
Az = e; . Wenn man die erweiterte Koeffizientenmatrix (Aly) durch Zeilencperationen in
die Form (L,|z) umgeformt hat, so ist z die Lésung zu Ar = y <= L,z = z. Daher
ergibt die Anwendung dieser Zeilenoperationen auf e; die j-te Spalte von A~ und die
Anwendung aul I, , also auf die Matrix mit den Spalten e;, ..., e,, gibt die Inverse A1

DISKUSSION: 1) Aus dem Satz ergibt sich ein Verfahren zur Feststellung der
Invertierbarkeit und zur Berechnung der Inversen: Man formt die aus A als lin-
ker Block und der Einheitsmatrix I, als rechter Block zusammengesetzte nx2n-Matrix
(A]L,) € R™* durch Zeilenoperationen so um, dass A auf Zeilen-Stufen-Form gebracht
wird. Falls sich dabei eine Nulizeile in der linken nxn—Matrix ergibt, so hat A kleineren
Zeilenrang als n, also existiert die Inverse nicht. Ergibt sich aber links eine Dreiecksmatrix
mit Diagonaleintrigen £ 0, so erzeugt man mit weiteren Zeilenoperationen in der nx2n
—Matrix links die Einheitsmatrix I, und erhalt als rechten nxn-Block die Inverse B=A"1!.

€11 Qi ... G| L 0 ... 9
A~ (ay) s G,:gg . a?n 0 1 ... D
Qpi Upo ... Gpp| O 0 ... 1
Zeilenoperationen
t 0 ... 0 | by by ... by,

(‘) 1 .. .. G b21 522 . bifn (b”) _ Awl

0 0 .01 | bpx boo ... bup
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Spaltenoperationen sind verboten bei diesern Berechnungsverfahren fiir die Inverse Matrix,
auch Spaltenvertauschungen! Solche Operationen sind auch nicht erforderlich; denn die
Zeilen-Stufen-Form von A kann man alleine mit Zeilenoperationen herstellen, und wenn
sie keine Nullzeile hat, also hier eine Dreiecksmatrix ohne Nulleintrége auf der Diagonalen
ist, so kann man mit weiteren Zeilenoperationen auch die Einheitsmatrix erreichen. Man
kann das Verfahren auch verstehen, indem man die Zeilenoperationen durch Multiplikati-
on von links mit entsprechenden Elementarmatrizen darstellt (siehe 3.3). Die Herstellung
der Finheitsmatrix T aus A durch Zeilenoperationen bedeutet demnach, dass es ein Pro-
dukt £ von Elementarmatrizen gibt mit EA = [. Dann ist A™' = F = ET, d.h. man
erhilt A~!, indem man dieselben Zeilenoperationen in gleicher Reihenfolge auf die Ein-
heitsmatrix anwendet. Hat man aber auch Spaltenoperationen bei A durchgefithrt, um
die Einheitsmatrix zu erhalten, so heifit das HAF = I mit einem weiteren Produkt #
von Elementarmatrizen. Daraus folgt dann £ = F7'A™  und A7 = FE = FEI, dh.
man muss nach den durch E bestimmten Zeilenoperationen an der Einheitsmatrix noch
weitere, durch Multiplikation mit F' von links gegebene, Zeilenoperaticnen ausfithren, um
A~ zu erhalten. '

2) Kennt man die Inverse zu A ¢ R™*", so kann man die eindeutige Losung eines linea-
res Gleichungssystems Az = b einfach berechnen, indem man A1 an den Spaltenvektor b
multipliziert. Das ist sicher weniger aufwendig, als das Gaufische Eliminationsverfahren.
Andererseits ist die Berechnung von A~ aufwendig: Man hat dazu n lineare Gleichungs-
systeme Az = e;, j = 1...n, zu losen. Die Irage ist also: Wann lohnt sich der Aufwand
fiir die Berechnung von A™', wenn es um die Lisung vieler linearer Gleichungssysteme
Az = b mit derselben Koeffizientenmatriz A geht?

Die simultane Losung von Az = b; fiir k verschiedene rechie Spalten by, ... , by mit dem
Rechenschema aus 1) erfordert in(n+2k—1) Divisionen und sn{n—1)(n+2k—1) Multi-
plikationen sowie in(n—1)(n+2k—1) Additionen im ungiinstigsten Fall. (Man kann die
erforderlichen Operationen zur Herstellung eines kanonischen Einheitsvektors in Spalte
j zihlen und mit der arithmetischen Summenformel fir j = 1...n aufaddieren. Gibt
man sich mit einer Dreiecksform zufrieden und 16st die Gleichungssysteme dann von
unten nach oben auf, so gentigen gn(n—1)(2n+6k—1) Multipiikationen und Additio-
nen / Subtraktionen, das ist etwas weniger.) Kennt man die Inverse, so hat man fiir die Be-
rechnung von k Produkten A~'b; offenbar kn® Multiplikationen und kn(n—1) Additionen
auszufithren. Der Aufwand fiir die Berechnung von A~ ist nicht grofer als der bei n Glei-
chungssystemen, erfordert also nicht mehr als 1n(3n~1) Divisionen und sn(n—1)(3n—1)
Additionen sowie in(n—1)(3n—1) Multiplikationen. Da die Division eine viel aufwendi-
gere Rechenoperation ist als Multiplikation und Addition, erkennt man:

e Sind mehrere lineare Gleichungssysteme Ax = b; mit derselben invertierbaren Ko-
effizientenmatriz A € R™™ zu lgsen, so lohnt sich der Aufwand fiir die Berechnung
der Inversen A=Y und der Lisungen als Matrizproduki A~'b; , wenn die Anzahl der
2u [6senden Gleichungssysteme deutlich gréfer als n ist.

Eine genauere Aussage dariiber, ab welcher Zahl k von zu lésenden Gleichungssystemen
sich die Inversenberechnung lohnt, ist nur méglich, wenn man quantitativ festlegt, wievie-
le Multiplikationen dem Rechenaufwand einer Division entsprechen. Werden (nicht reali-
stisch) Divisionen und Multiplikationen als gleich anfwendig angesetzt, so kommt man auf
eine Zahl k ~ n? erheblich groBer als . Je aufwendiger Divisionen im Verhéltnis zu Mul-
tiplikationen tatsdchlich sind, desto kleiner wird die Zahl k > n von Gleichungssystemen,
ab der sich die Losungsberechnung mit Hilfe der inversen Matrix lohnt.
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3) Kiriterien fiir die Existenz von einseitigen Inversen zu einer gegebenen Matrix
A € R™" kann man analog zum letzten Satz herleiten. Hat A eine Rechtsinverse ',
Calso AC =1, so ist Az = y fiir jedes y € R™ losbar, da man eine Lésung sofort in der
Form z = Cy angeben kann. Ist umgekehrt Az = y fiir alle y losbar, so kann man aus
Losungen « = ¢; von Ar = e; zu den kanonischen Basisvektoren e; von R™ eine Matrix
C' ={c; ... ¢y} € R"™™ gpaltenweise zusammenstellen und erhélt AC = L,,. Aus 3.2
wissen wir, dass Losbarkeit von Az = y fir alle y € R™ genau dann gegeben ist, wenn A
den Rang m hat (Zeilenrang oder Spaltenrang — am FEnde von 3.2 haben wir ja gesehen,

ist gleichbedeutend, dass T surjekiiv ist, d.h. zu jedem y € R™ gibt es (mindestens) ein
z € R® mit T'(x) = y. Wir fassen zusammen:
o A& R™*" besitzt genau dann eine Rechtsinverse (', d.h. AC =1, , wenn dus lineare
Gleichungssystem Az = y fir jede rechte Seite y & R™ ldsbar ist, bzw. dquivalent,
wenn Rang(A) = m ist. (Dies ist nur im Foll m < n mdglich.

Analog verlduft die Diskussion fir Linksinverse B € R gu A € R™*". Gilt BA = 1,,,
so hat Ar = 0 nur die triviale Losung, weil ja z = BAz = B0 = 0 folgt. Aus 3.2 wissen
wir, dass dies genau im Fall Rang(A) = n so ist. Fur den linearen Operator T'(z) = Ax
ist gleichbedeutend, dass er injektiv ist, d.h. T(z) = T(Z) gilt nur im Fall z = 7 (bzw.
T(z) = 0nur fir z = 0; das ist dquivalent wegen T'(z) —T(Z) = T(z—Z) }. Hat umgekehrt
A den Rang n, so auch die transponierte Matrix A7 (weil Zeilenrang gleich Spaltenrang
ist), also besitzt ATz = e; Losungen z = ¢; € R™ fiir jeden kanonischen Basisvektor e;
von R". Stellen wir die ¢; wieder zu einer mxn-Matrix C zusammen, so {olgt ATC =1,
und fiir B := CT dann BA = CTA = (ATC)T = 1T =1, also ist B Linksinverse zu A.
Wir fassen zusammen:

o A c R™™ besitzt genou denn eine Linksinverse B, d.h. BA =1, , wenn das homo-

gene lineare Gleichungssystem Ax = 0 nur die triviale Lésung haot, bzw. dguivalent,
wenn Rang(A) = n ist. (Dies ist nur im Fall m > n méglich.) o

BEISPIELE (zur Berechnung von inversen Matrizen):

1) Die fnverse zu einer 1x1~ Matriz (a) existiert genau dann, wenn der (einzige) Eintrag
a nicht Null ist, und dann ist A7! = (3},

[

2) Die Inwverse zu einer 2x2-Matriz (2 2) existiert genau dann, wenn ihre Determinante
ad — be van Null verschieden ist. In 3.1 haben wir ndmlich schon gesehen, dass genau

dann das Gleichungssystem (3 2) (Z) == (;) firr alle rechten Seiten eindeutig 1&sbar ist. Die
Lasung haben wir auch berechnet zu (’y‘) = = (975  Die Spalten der inversen Matrix

erhalten wir, wenn wir fiir (7) die kanonischen Basisvektoren (}} und ({) einsetzen. Das
Ergebnis ist:

a b
o Die Inverse A™' zu einer 2x2-Matriz ( c d ) existier? genau dann, wenn ihre
Determinante ad — be von Null verschieden ist, und dann gilt

1 d —b
A7l =
ad ~ be (—c a )

Man erhidlt also die inverse Matrix, indem man in der Ausgangsmatrix die Diagonal-
eintrige vertauscht, die anderen Eintrige mit —1 multipliziert und schliefilich noch alle
Bintrége durch die Determinante der Ausgangsmatrix dividiert. Der letzte Schritt ist nur
ausfithrbar, wenn die Determinante # 0 ist; sonst existiert die Inverse ja auch gar nicht.
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Konkret ist z.B. (_2 3 ) = m ( 2 1 ) ( 2/7 1/7 ) ;

-1
aber ( __1 2 ) existiert nicht, weil die Determinante 1-{(—4) —2-(=2) =0 ist,

2 —4
to4 3
3} Wir wenden das Schema zur Berechnung von Alanauf A:=[ 2 5 4
1 -3 -2

— b =
|

oL S=
!

B W O
OO
o e O
= O O

®-@-20, @-0-0

14 31 0 O
0 -3 =2{-2 1 0
0 =7 =5(-1 0 1}

 0-®-20 @-® ©-

1 4 301 0 0
i 1|-3 2 =1
0 -3 =2y-2 1 O

| ©-0-1®. ®-@+1@

1 0 -1} 13 -8 4
1y -3 2 -1
o o 1|-11 7 =3

| ©-0+0. @-0-6G

fan]
—

1 0 0 2 -1 1 2 -1 1
0 1 0 8§ =5 2 — A7l = 8 —5 2
¢ 0 1{—-11 7 =3 : -1 7 =3

L _ i 1 . 1 .
Um jetzt z.B. das Gleichungssystem Az = b fiir die rechte Seite b = ( %) zu losen, rechnen
wir einfach

1 1 2 -1 1 1 2
Az = {1 = a=A"[1 8 -5 2 1] = 5
1 1 -1 7 =3 1 ~7

Das hitten wir mit dem Eliminationsverfahren (Herstellung der Zeilen-Stufen-Form) na-
tiirlich schneller haben kénnen. Der Vorteil ist jetzt aber, dass wir fiir jede andere rechte

s

-1
Seite (%), ( 2 ), (\Q‘E), ... die Losung nun genau so einfach durch Multiplikation mit
der nun explizit bekanmten Matrix At von links erhalten.
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4} Das Verfahren zur Inversenberechnung fithrt natiirlich nicht immer zum Ziel; denn
wenn keine Inverse existiert, so kann man auch keine berechnen — mit welchem Verfahren
auch immer. Man erkennt diese Situation aber “auf dem Wege”, ohne dass vorher die
Existenz der Inversen iiberpriift werden muss. Ein konkretes Beispiel dazu:

1013106 0 101100 10 11 00
01201 0 ey 01 2101 0 — 01 200 1 0
-2 1 000 0 1 012201 g0 02~11

Die ausgefiihrten Zeilenoperationen sind hier leicht zu erkennen. Da in der Diagonaten des
linken 3x3-Dreieck-Blocks der letzéen Matrix ein Nulleintrag auftritt, existiert die Inverse
zu der Matrix A (der linke 3x3-Block der ersten Matrix) nicht. Das hétte man nach
dem ersten Schritt schon sehen kimnen: Da zwei gleiche Zeilen in der Koeflizientenmatrix
entstanden sind, hat A héchstens zwei unabhingige Zeilen und somit kann der Rang nicht
3 sein, wie es bei invertierbaren 3x3-Matrizen der Fall ist.

5) Die Inverse einer Diagonalmatrix existiert genau dann, wenn alle Diagonaleintréige
# (3 sind, und dann ergibt sich die inverse Matrix einfach, indem man alle Diagonalein-~
triige durch ihr Reziprokes ersetzt. ( Warnung: Das geht nur bei Diagonalmatrizen sol)

d] dl
¢ U Y 1/d, )

D= 0 . — i = 0 . wenn alle d; # 0.
dn 1/dln
Da bei der Multiplikation zweier DHagonalmatrizen die Diagonaleintrdge in gleichen Po-
sitionen miteinander multipliziert werden, ist klar, dass das Produkt der rechten mit der
linken Diagonalmatrix die Einheitsmatrix ist. Ein Spezialfall ist das Inverse einer skalaren
Mairiz D = dE, also einer Diagonalmatrix mit lauter gleichen Diagonaleintrigen d. Ist
d # 0, so ist die skalare Matrix %ill die Inverse. Aus den Rechenregeln fir die Matrixmul-
tiplikation ist ja auch klar, dass (3I)(dl) = 3dII = I ist. Die Einheitsmatrix I ist ibre

andere Matrizen, die ihre eigene Inverse sind; siche 8) unten.)

6) Die Inverse einer Dreiecksmatrix A existiert genau dann, wenn alle ihre Diagonal-
eintrige # 0 sind. Eine obere n x n-Dreiecksmatrix A = (ay) (also a;; = 0 fiir ¢ > j) hat
némlich schon Zeilen-Stufen-Form, und genau wenn ay; # 0 gilt fir alle ¢, so ist thr Rang
gleich n, also A~ existent. Man kann dann die kanonische Zeilen-Stufen—Form leicht her-
stellen, und das Verfahren zur Berechnung der Inversen mit Zeilenoperationen zeigt, dass
A~ ebenfalls obere Dreiecksmatrix ist, wobei auf der Diagonalen von A~ ! die Reziproken
der Diagonaleintriige von A stehen. F'ir obere Dreiecksmatrizen gilt also schematisch:

‘ 1/ay
351 ~
Qa9 * >[<
A= 0 - = Al = 1/a22' wenn alle ay # 0,
Qnn O 1/a'n.n

wobei “* " fiir irgendwelche Eintrage oberhalb der Diagonalen in A steht und “3 ” fiir ir-
gendwelche (im Allgemeinen anderen) Eintrige oberhalb der Diagonalen von A1 Es gibt
auch eine allgemeine Formel dafiir, wie man die Eintrage in “*” aus den Eintragen von
A berechnet (dazu siehe auch 10) unten). Wir diskutieren diese Formel hier aber nicht,
weil sie komplizierter ist als das Verfahren zur Inversenberechnung mit Zeilenoperationen.
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Fiir untere Dreiecksmatrizen B ist der Sachverhalt iibrigens voilig analog; die Inverse
existiert, genau wenn keine Diagonaleintrige by von B Null sind, und dann ist B! eben-
falls eine untere Dreiecksmatrix und hat Diagonaleintrige 1/b;. Das kann man analog
iiberlegen oder durch Ubergang zu der transponierten (oberen) Dreiecksmatrix A := BT
zeigen.

7) Die Inversen von Elementarmatrizen sind wieder Elementarmatrizen, und
genauer gilt (mit den Bezeichnungen aus 3.3):

Mi(r) ™t = Mi(1/r),  Agls)T = Ayl-s), V=V

Das ist sofort klar, wenn man die Elementarmatrizen als lineare Operatoren auffasst,
die durch Multiplikation von links auf passende Spaltenvektoren x wirken. M;(r) ist die
Diagonalmatrix mit Eintrag » # 0 in é-ter Diagonalposition und Eintrégen 1 auf der Dia-
gonalen sonst, und der entsprechende Operator wirkt auf z, indem die i-te Komponente
von ¢ mit dem Faktor » multipliziert wird. Dann ist natiirlich M;(1/r) die Matrix des Um-
kehroperators, der die i-te Komponente mit 1/r multipliziert und so den ursprimglichen
Spaltenvektor wieder herstelit. A;;(s) entsteht aus der Binheitsmatrix durch Ersetzung
des Nulleintrags in Position (¢, §) mit ¢ % j durch den Eintrag s € R und wirkt auf Spai-
tenvektoren z, indem das s-fache der j-ten Komponente zur ¢-ten Komponente von z
addiert wird. Um diese Operation riickgangig zu machen, muss man offenbar das s-fache
der j-ten von der i-ten Komponente subtrahieren, also ist A;;(—s) die Matrix des Um-
kehroperators. V;; entsteht aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen der i-ten mit der
j-ten Zeile fir ¢ # §, und Multiplikation von Vj; an z bewirkt eine Vertauschung der i-ten
mit der j-ten Komponente von z. Wenn man diese Operation noch einmal anwendet, so
erhélt man also wieder z, und daher ist V}; seine eigene Inverse.

Das Schema zur Inversenberechnung mit Zeilenoperationen ist iibrigens nichts anderes als
folgende Beobachtung: Wenn Ey , ..., By Elementarmatrizen sind mit £ --- Fofi A = 1
(d.h. man hat A durch Zeilenoperationen in die Einheitsmatrix umgeformt), so erhilt
man durch Multiplikation mit A= von rechts Ey--- Fy 1l = A~! (d.h. die Anwendung
derselben Zeilenoperationen auf die Emheitsmatrix gibt die Inverse).

8) Eine involutorische Matrix ‘A ist eine mit A% = I, d.h. die Matrix st ikre eigene
Inverse, A = A™'. Da bei Zahlen nur 1 und —1 ihre eigenen multiplikativen Inversen
sind, kénnte man zunéchst denken, dass nur I, und —I, involutorische n x n-Matrizen
sind. Es gibt aber sehr viel mehr. Involutorische 2x2-Matrizen sind zum Beispiel

(09) GA) Gad) G) (o) (870)

und allgemeiner

0 r 1 s 10 a b\ mit ad —bc = —1

1/r 0)° 0-1/ t -1/’ ¢ d) und a+d=70.
(Diese Beispiele erfassen tatséchlich alle involutorischen 2 x 2-Matrizen.) Eine n x n-
Diagonalmatrix D ist involutorisch, genau wenn alle Diagonaleintrige =41 sind. Jede zu

D éhnliche Malriz, d.h. jede Matrix der Form C71DC' mit invertierbarer n x n-Matrix
C, ist dann auch involutorisch; denn es gilt ja

(CT'DCY = C'DCC™'DC = C'DL,DC = C71D*C = C'DC .
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Man kann beweisen, dass jede involutorische Matrix von dieser Form C1DC ist mit
Diagonaleintrdgen 1 in der Diagonalmatrix 2. Geometrisch betrachtet ist der zu D
gehirige lineare Operator anf R™ eine Achsenpiegelung. (Die den Diagonaleintrdgen +1
entsprechenden Achsen bleiben fest, die anderen werden am Ursprung gespiegelt.) C~*DC
kann dann als Achsenspiegelung bzgl. eines allgemeinen {nicht unbedingt orthogonalen)
Achsensystems in R™ interpretiert werden. In diesem Sinne entsprechen die involutorischen
Matrizen A den Spiegelungen, und A* = [ beschreibt die charakteristischen Eigenschaft
von Spiegelungen, dass man bei zweifacher Anwendung wieder das Original erhalt.

9) TInvolutorische Matrizen A erfiillen A = I; sie sind also gewissermaBen Quadrat-
wurzeln aus der Einheitsmatrix. Man kann fragen, ob es auch k—te Wurzeln A aus der
Einheitsmatrix gibt fiir belichige k € Nso, d.h. A% = L Wegen A* 1A = A* ist dqui-
vglent, dass die Inverse von A gleich der (k—1)-ten Potenz von A ist, A~* = 4% 1. Noch
allgemeiner kann man nach der Existenz von k-ten Wurzeln A aus einer gegebenen
quadratischen Matrix B fragen, d.h. nach Matrizen A mit A* = B.

Bei beliebigen quadratischen Matrizen B ist die Antwort im Allgemeinen nein. Z.B. hat
B= (é mﬁl) keine Quadratwurzel A. Wire namlich A € R?*? eine, so gilte AB = AA® =
A* = A*A = BA und A miisste Diagonalmatrix sein; denn Multiplikation mit B von
rechts ersetzt die zweite Spalte in A durch ihr Negatives, aber Multiplikation von £ mit
links ersetzt die zweite Zeile in A durch ihr Negatives. Eine Diagonalmatrix kann aber
nicht B als Quadrat haben, weil —1 keine Quadratwurzel in R hat.

Die Einheitsmatrix I, hat dagegen fiir jedes & > 2 viele k-te Wurzeln, wenn n > 1
ist. Fiir n = 2 kann man z.B. die Matrix [z der Drehung um den Ursprung mit
Drehwinkel %‘R’ = % - 360° nehmen; deren k—te Potenz entspricht dann der Drehung um
einen Vollwinkel, die jeden Punkt festldsst, d.h. (Dqy /k)k ist die 2 x 2-Einheitsmatrix.
Diese Drehmatriz ist

Dar

oS —Sin%’r - L _; b
Dyepe=1 4, o mit {(Dagpe)® = Loy (Dawsr)” = (Daapr)” = Dty -
8111 T o8 7y

Das kann man mit Hilfe von Additionstheoremen fir die trigonometrischen Funktionen

nachrechnen, es ist aber aufgrund der geometrischen Beschreibung unmittelbar klar, Fiir

n > 2 erhélt man k—te Wurzeln aus I, indem man eine “Block-Diagonalmatrix” aus m

2x2-Diagonalblocken Dy und aus n—2m Blscken (1) des Formats 1x1 zusammenstellt.
Weitere k—te Wurzeln findet man mit folgender Uberlegung: Ist A* = B und C irgendeine

invertierbare Matrix desselben Formats wie A, so ist O AC eine k-te Wurzel aus C1BC':

denn

(CTHAC)" = (CTACHCTIAC) --- (O AC)

k
= ACCHACCTY) - ACCTH T
k
=1 AT AT ... _ =1 aBey =1
= OV AIAL- - AIC = CT'AFC = C'BC.

k
Speziell im Fall B = 1, gilt C',C = C~'C = 1, also ist mit A auch jede zu A
dhnliche Matrix C™*AC eine k-te Wurzel aus der Einheitsmatrix I,. Wenn A # -1, ist,

s0 bekomunt man durch Variation von C auf diese Weise eine unendliche Schar von k—ten
Wurzeln CLAC aus L,.
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10) Eine nilpotente Matrix ist eine quadratische Matrix N ungleich der Nullmatrix 0
mit N* = 0 fiir ein & € Nsg. Fiir den kleinsten derartigen Exponenten k heifit k—1 der
Nilpotenzgrad von N . Eine nilpotente Matrix ist selbst nie invertierbar, aber es gilt die
Formel fiir die Inverse einer nilpotenten Stérung der Einheitsmatrix 1— N

o [ — N ist stets invertierbar, wenn N nilpotent ist, und zwar st die Inverse gleich
(I-N)yP=14+N+N+. N wenn N¥=0 st
Das bestétigt man einfach durch Multiplikation mit I — N :
(I~ NYI+N+N 4+ 4N
=@+ NFN . NY (NN LN L F NS =1~ NF =T,

Typische nilpotente Maftrizen sind Dreiecksmatrizen A mit louter Nulleintrdgen auf der
Diagonalen. Im Fall einer oberen nxn—Dreiecksmatrix z.B. kann man dann nachrech-
nen, dass A® auch Nulleintrige in der ersten Oberdiagonalen hat, d.h. in den Positionen
(i,i4+1), und A* auch Nulleintréige in den beiden ersten Oberdiagonalen, also in den Pasi-

tionen (¢,4+1} und (¢,9+2) usw. Die Potenz A™ hat dann Nulleintriige in allen Positionen,
also ist A niipotent mit Nilpotenzgrad < n—1. Konkretes Beispiel:

0 1 {0 0 1 0 0 0 «reenes 01
o1 0 0 0 1 00 o
F_ o n—1__ . .
N_ .-.- N27 .-..1 N - -O
0 1 0 0 0 0
0 0 0

n n 7

Bei Erhohung des Exponenten um 1 riickt die Schrigzeile mit Eintréigen 1 jeweils um eine
Stufe nach oben, und N™ ist dann die nxn-Nullmatrix, also ist N nilpotent mit Nilpo-
tenzgrad n—1. Fir die Inverse von I, — N gilt dann gemifl der obigen Inversionsformel
fiir nilpotente Stérungen der Einheitsmatrix:

-1

— 1 1 1 e 1
L 0 111 ;
T ’ . = (]IWN)_I Aﬁ ][-[—j\f—l-j\ﬂm}“. . .+Nn.—] _ . . 1 ,
0 oo
) 1

wobei die Matrix rechts auf und iber der Diagonalen Eintrdge 1 hat und darunter 0.

Eine allgemeine invertierbare Dreiecksmatrix A kann man immer in der Form A =
D(I—N) schreiben, wobei D die Diagonalmatrix mit denselben Diagonaleintrigen wie
A ist und N die Eintrége —a,;/a; in Positionen (¢, j) mit ¢ < j hat sowie Nulleintrige in
allen anderen Positionen. Dann ist N nilpotent mit Nilpotenzgrad hichstens n—1, und
wir erhalten folgende Formel fiir die Invertierung von Dreiecksmatrizen mit Dia-
gonaleintragen = 0: '

A= [DI-N)" = I-N)'D = (I+ N+ N 4...+ N*H)D1,
Diese Formel fir die Inversen von Dreiecksmatrizen ist, weil man man die Inverse der

Diagonalmatrix D) nach 5) einfach berechnen kann und sonst nur Matrixadditionen und
Multiplikationen auszufiihren hat, auch zur praktischen Berechnung von A~} geeignet. B
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Das letzte Beispiel mit der Formel (I—A)™' =1+ A+ A%+ ...+ A*! wenn A* = 0,
erinnert an die geometrische Rethe (1—a) ! == =a+a+a® +a® +... fir Zahlen a
mit |a| < 1. Wir fragen uns daher, ob man nicht auch mit quadratischen nxn-Matrizen
A die Matrix-Reihe

T+ A+ A2+ A3 ... = ZA’“ € R
k=0

erkldren kann, wenigstens wenn A in einem passenden Sinne “Betrag” < 1 hat, und ob
man dann, wenn dies gelungen ist, vielleicht nachweisen kann, dass die Reihe die inverse
Matrix zu I—A ist. Immerhin stimmt das ja im Fall von nilpotenten Matrizen A, wo
die Reihe ab einem gewissen Index mit lauter Nullmatrizen als Gliedern abbricht, so
dass man nur endlich viele Summanden zu addieren hat. Tatséchlich funktioniert diese
zunichst spekulativ erscheinende Idee, und sie hat auch dkonomische Anwendungen, weil
z.B. Matrizen der Form I—A (mit “kieiner” Matrix A) bei Produktion mit Verflechtung
und bei Input-Output-Modellen auftreten und solche der Form D— A = (I—-AD™1)D (mit
invertierbarer Diagonalmatrix D und “kleiner” Matrix AD™!) bei der innerbetriebtichen
Leistungsverrechnung (siehe 3.2 und 3.3). Deshalb geben wir hier fiir Interessierte einen
Einblick in diese mathematische Theorie, der iiber den Rahmen der Vorlesung hinaustiihrt.

DISKUSSION (Neumannsche Reihe und invers positive Matrizen):

1) Eine formale Potenzreihe quadretischer Mairizen ist eine Reihe der Form

oG
chAk =l + A+ A® + e A’ 4.
k=0
mit Koeffizieneten ¢, € R und A & R™". (In der Mathematik werden auch komplexe
Zahlen als Koeflizienten und quadratische Matrizen mit komplexen Eintrigen zugelassen.)
“Formal” heifit die Reihe, weil sie eigentlich nur eine Absichtserkldrung ist; denn man kann
natiirlich nicht unendlich viele quadratische Matrizen addieren. Was man aber bilden
kann, ist fir jedes [ € N die I-te Partialsumme S, := Z;:o cp AF € R™" | Wir sagen, dass
die Polenzreihe gegen die nxn-Matriz B konwvergiert und schreiben
o0
ZCkAk = B oder CoH+ClA+CQA2+CSA3Jr...: B,
k=0
wenn fiir jede gegebene Fehlerschranke € > 0 ein [y € N existiert, so dass die Eintriige
atler Partialsummenmatrizen S; mit [ > Iy um weniger als £ von den Eintrigen von B
in gleicher Position abweichen. Man kann nachweisen, dass Konvergenz der Matrixreihe
gegen eine eindeutig bestimmte Matrix B vorliegt, wenn z.B. die Fintrige der Matrizen
A, e A®, 34%, ... dem Betrage nach mindestens so schuell klein werden wie eine geo-
metrische Folge ¢, ¢%, ¢% ... mit 0 < ¢ < 1, d.h. wenn es eine Konstante K gibt, so
dass alle Eintrige von c; A® Betrag < K¢® haben fiir k = 1,2,3, ... . Mit konvergenten
Matrixreihen darf man wie mit Reihen von reellen Zahlen rechnen — bei Rechnungen, die
Matrixmultiplikationen beinhalten, allerdings nur, wenn die Matrixfaktoren A, C mitein-
ander vertauschbar sind, d.h. AC = CA (was ja im Allgemeinen fiir A,C ¢ R™ ™ nicht
der Fall ist).

2) Das Matrix-Analogon zur geometrischen Reihe Y 77, ” ist die Neumannsche Reihe

I+ A+ A4 A, =) AF (A e R™™),
k=0
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also die Matrix-Potenzreihe, bei der alle Koeffizienten 1 sind. Und analog zu der Formel
L. = 5% a¥ fiir den Wert der geometrischen Reihe, wenn sie konvergiert (was genau
fiir |a! < 1 der Fall ist), gilt hier tatsichlich:

e Wenn die Newmannsche Rethe T+ A+ A% + A% 4 ... 2u A € R™" konvergent ist,
so ist I— A invertierbar und die Reihe konvergiert gegen die Inverse

- =T+ A+ AT A+ =) 4k
k=0
Der Beweis hierfiir verlsuft wie bei der geometrischen Reihe: (I—A)(I+ A+ A*+...) =

T4 A+A+. . —A—A2— A3~ . =1, und wenn die Matrix-Reihe konvergiert, so darf
man so rechnen.

3) Die Frage ist nun, fiir welche quadratischen Matrizen A die Neumannsche Rethe kon-
vergiert. Dazu miissen wir irgendwie die Gréfe der Eintrage von A beschrénken. Das
kann man am besten tun durch Einfithrung einer Norm { A} auf dem Matrizen-Raum
R dh. eine Art Betragsfunktion mit |Afl > 0 und [jA] = 0 nur fir die Nullma-
trix A, mit ||rA]l = |r|||A| fir Skalare » € R, und mit der sog. Dreiecksungleichung
W A+B| < | All + || Bl , was auch als Subadditivitit der Norm bezeichnet wird. Wenn die
Norm zusitzlich noch submultiplikativ ist, d.h. wenn ||AB] < ||A[|l| B]| erfiillt ist fiir das
Matrix-Produkt von A, B € R™", so gilt:

e Die Neumannsche Reihe T+ A 4+ A® + A% + ... konvergiert, wenn || Al < 1 ist;

denn fiir ¢ := || A]| < 1 hat man || A*}] < ¢" wegen der Submultiplikativitat, und man kann
zeigen, dass es dann eine Konstante K gibt, so dass alle Eintrige von A* Betrag < K¢~
haben, woraus die Konvergenz {wie in 1) bemerkt) folgt.

4) Brauchbare Normen auf dem Matrizen-Raum R**" sind zum Beispiel:

| Allco.c0 = IEIE;\.}XZ la] Mozimum der Zeilenbetragssummen,
=1
WAl = Zn.féfqaij] Summe der Zeilenbetragsmazima,
j:
i=1
Al = | D> Jayf Fuklidische Norm,,
=1 j=1
| Al = sup{|Az| : z € R", 2| = 1} Operator-Norm,

Die Euklidische Norm einer Matrix ist dabei ganz analog zur Euklidischen Norm jz| von
Vektoren in z € B” als die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate aller Lintrage
definiert. Die Operator-Norm || All ist die maximale Lénge, die das Bild eines Einheitsvek-
tors © € R™ unter dem durch A beschriebenen linearen Operator auf R™ haben kann, und
gleichzeitig die kleinstmbgliche Dehnungsschranke fiir diesen Operator, d.h. die kleinste
Zahl L mit |A% — Az| < L|T — z| fur alle Z,z € R*. Die Operator-Norm beschreibt
also die maximate Lingendehnung (wenn [{A]| > 1) bzw. die minimale Lingenstauchung
(wenn | A}l < 1) von Vektoren in R™ unter diesem linearen Operator. Man kann fir die
vier hier definierten GroSenmessungen von Matrizen {mit einigem Aufwand) die Normei-
genschaften nachrechnen und auch die Submultiplikativitéit dieser Normen beweisen. Es
gilt daher:
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o Die Neumannsche Reihe I+ A+ A% +... von A € R™™ konvergiert gegen (I—-A) 1,
wenn das Mazimum der Zeilenbetragssummen oder die Summe der Zeilenbetragsma-
rima oder die Fuklidische Norm oder die Operator-Norm von A kleiner als 1 ist.

In dieser Feststellung kann man {ibrigens “Zeilen” ohne weiteres durch “Spalten” erset-
zen, wenn man die Rechenregel (I— AT = (I—4)T) 1 = ((I—-A)"")7 fiw die Inversion
transponierter Matrizen beriicksichtigt und iiberlegt, dass I + AT 4 (AT)? 4+ (A7) + ...
gegen B konvergiert, wenn I+ A+ A? + A® + ... = B ist, und umgekehrt.

5) Eine mxn—Matrix B heifit positive Matrix (bzw. nichtnegative Matrix), wenn
fiir alle z € R™ mit Komponenten z; > 0 auch y = Bz lauter positive (bzw. nichtnegative)
Komponenten hat. Und B heifit invers positive Matrix (bzw. invers nichtnegative
Matrix), wenn fiir alle y € R™ mit Komponenten y; > 0 das Gleichungssystem Bz = y
nur Lésungsvektoren 2 € R™ besitzt, die lauter positive (bzw. nichtnegative) Komponen-
ten haben. Man iiberlegt dann leicht:

» B nichinegative Matriz <= alle Fintrdge von B sind > 0;
B positive Matriz <= alle Fintrige von B sind > 0 und B hat keine Nullzeile;

o B invers positiv (bzw. invers nichinegativ) <= B™! positiv (bzw. nichinegativ),
vorausgeselzt die Inverse B~ existiert;

o B kann nur dann invers nichtnegativ sein, wenn Bxr = 0 nur die triviale Losung
hat, also Rang(B) =mn > m ist
Letzteres ist klar, weil anderenfalls gewisse Komponenten der Losung frei als Parameter,
also auch negativ, wihlbar sind.

Von tkonomischer Bedeutung sind diese Begriffshildungen, weil man bei tkonomischen
Vektorvariablen z € R™, y € R™ sehr oft die Nebenbedingung hat, dass alle Komponen-
ten positiv oder wenigstens nichtnegativ sind, da negative Werte der Komponenten sinnlos
sind. Ist x z.B. ein Produktionsvektor, dessen Komponenten produzierte Mengeneinhei-
ten mehrerer Produkie oder eines Produkts an mehreren Produktionsstitten angeben,
so muss natirlich z; > 0 sein fiir alle j. Ist ¥ ein zugehoriger Rohstofiverbrauchsvek-
tor und wird ein linearer Zusammenhang y = Rz modeliiert, so sind nur nichtnegative
Verflechtungsmatrizen R sinnvoll, weil es ja keinen negativen Rohstoffverbrauch gibt, Ist
andererseits y ein Produktions-Outputvektor fiir den Verkauf und z der dazu erforder-
liche Produktionsvekior, der auch einen internen Verbrauch der erzeugten Produkte im
Produktionsprozess beriicksichtigt (endogener Input), so hat man zu gegebenem y den
Produktionsvektor x aus einem linearen Gleichungssystem Bz = y zu bestimmen, Ffir
das nur invers nichtnegative Matrizen B sinnvoll sind; denn negative Produktionsmengen
(Riickgewinnung der Rohstoffe aus den Endprodukten) werden ja nicht hergestellt.

6) Die Positivitéit einer Matrix ist nach 5) mit einem Blick auf ihre Eintréage zu erkennen.
Schwieriger, fiir 6konomische Anwendungen aber auch wichtiger, ist die Fesistellung der
inversen Positivitat. Hier hilft folgende Becbachtung:

o [st A € R™™ nichinegativ und die Neumannsche Reihe T+ A 4+ A% 4 A% 4 ...
= (I-A)"! konvergent, so ist [— A invers positiv, also (I—A)~! positiv.
Das liegt daran, dass mit A offenbar auch A%, A% ... lauter nichtnegative Eintrage hat;
daher haben die Partialsummen-Matrizen S, = I+ A+ A" +.. .4 A ebenfalls nichtnegative
Eintridge und auf der Diagonalen sogar Fintrdge > 1. Dasselbe gilt dann auch fiir den
Grenzwert (I—A)~! und hat zur Folge, dass (I-A) 'y nur positive Komponenten hat,
wenn dies fiir v der Fall ist.
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7} Wir geben noch ein direktes Argument dafiir an, dass I—A invers positiv ist, wenn
eine der in 4) betrachteten Normen von A € R™ kleiner als 1 ist. Das Argument ist zwar
weniger durchsichtig als 6), aber es benutzt keine unendliche Matrix-Reihe. Wir nehmen
dazu an, dass fiir alle z € R” fiir die Fuklidischen Normen von z und Az gilt:

(Ax] < Kl mit einer Konstanten x < 1.

Wenn die Operator-Norm || A|| < 1 ist, so gilt das mit & := ||Al|, und wenn die Euklidische
Norm ||Al|z < 1 ist, so gilt es erst recht, weil man [|A] < [|Al]> zeigen kann.

Wir zerlegen nun jeden Vektor z € R® in der Form z = z, + 2, wobei x, dieselben
Eintrage wie z hat in Positionen, in denen diese nichtnegativ sind, und Nulleintrige sonst,
wihrend z_ dieselben negativen Komponenten wie x hat und Nulleintrdge sonst. Ist A
nichtnegativ, so gilt Az = Az, + Az_, wobei Az, nur nichtnegative Komponenten besitzt
und Az_ nur nichtpositive. Die negativen Komponenten von Az haben daher keinen
griferen Betrag als die entsprechenden Komponenten von Az_ und es folgt [(dz)_| <
|Az_|. Ist nun (I-A)z =y, also © = Az +y, wobei y € R" lauter positive Komponenten
hat, so sind auch die negativen Komponenten von Az + y im Betrag kleiner als die
entsprechenden negativen Komponenten von Az, d.h. es gilt auch |(Az +y)-| < [(Az)-]|.
Setzen wir alles zusammen, so folgt jz_| = {4z +y)-| < |(Az).| < |Az_| < klz_[, und
wegen & < 1 ist das nur moglich, wenn z_ der Nullvektor ist. Das heifit zunichst nur,
dass x selbst nichtnegative Komponenten hat, aber ans z = Az 4y folgt dann sogar,
dass alle Komponenten von z positiv sind, weil das fiir y gilt und weil A nichtnegativ ist.
Damit ist gezeigt, dass I—A invers positiv ist, und mit 5) folgt dann auch die Existenz
und Positivitit von (I—A)~. (Aus |z| = |Az| < &|z| fir = Az siebt man auch direkt,
dass (I—A)z = 0 nur die triviale Lisung hat, wenn & < 1 ist.)

I8t || Afloo0o < 1 bzw. [JA]l1,1 < 1, so kann man ganz analog argumentieren, wenn man die
Euklidische Norm || von Vektoren © € R™ ersetzt durch das Komponentenbetragsmaxi-
mum {zle = maxj |#;} bzw. durch die Komponentenbetragssumme lefy = 3 20 oyl
Es gilt dann |Az|e < &|T]e fir 5 = [|Allsee < 1 bzw. |Azjy < kfz|r fir k= A <1,
und dieselben Uberlegungen wie eben zeigen inverse Positivitdt von I—A. Okonomische
Anwendungen der so gewonnenen Positivititsaussagen iiber die Inverse zu [—A mit “Kklei-
ner” nichtnegativer Matrix Abesprechen wir in den néchsten Beispielen.

8) Eine andere Matrix-Potenzreihe wollen wir noch erwahnen, weil sie im Zusammenhang
mit der Lisung von linearen Systemen gewdhnlicher Differentialgleichungen steht, die auch
zur Modellierung skonomischer Sachverhalte verwendet werden. Die Exponentialreihe
einer quadratischen Matrix A € R™*" ist definiert als

=1 1 1 t
AL oAk _ A = oA2 SoA3 X7
e 'A;k!‘% =Tt A+ At A+ eR
und stelit das Matrix-Analogon der Exponentialreihe e* = $7° ;cl-!ak =1+ %a+%a2
+3a® + ... € R von reellen Zahlen a dar. Mit einer submultiplikativen Matrix-Norm

|| - || wie in 4) kann man die Norm der Glieder durch ||3A4%| < 4lAl* abschitzen, und
weil die Fakultdten k! mit wachsendem % sehr viel schneller anwachsen als die Potenzen
i Ali¥, streben die Eintréige der Glieder der Matrix-Exponentialreihe schneller gegen Null
als geometrische Nullfolgen, so dass die Reihe tatsichlich fiir jede quadratische Matrix
konvergiert. Es ist dann sinavoll, den Matrix-Grenzwert der Reihe mit e zu bezeichnen
in Analogie zum Wert e der Exponentialreihe der reellen Zahl a. Fiir eine Diagonalmatrix
D mit Diagonaleintragen dy, ...,d, ist z.B. el die Diagonalmatrix mit den Eintrigen
eft ... edn: aber fir allgemeine quadratische Matrizen A héngt jeder Eintrag von e? im
Aligemeinen in komplizierter Weise von allen Eintrigen von A ab. B
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BEISPIELE (inverse Positivitit, dkonomische Anwendungen):

1) Die 2x2-Matrix A = (S o) ist positiv fiir s > 0 (alle Eintrége sind > 0, und es gibt

keine Nullzeile), und T — A = (1 °%) ist invertierbar fiir s # 1 mit

_1
n -1 _ ]. —8 o 1 1 3
(-4 _(—s 1) Ctesg2\s 1)

Diese Matrix ist nur fiir 0 < s < 1 positiv, fiir s > 1 sind dagegen alle Eintrége von
(I—A)~" negativ (und fiir ~1 # s < 0 hat sie zwei negative Eintrige}. Man sieht hier, dass
eine Kleinheitsbedingung wie ||Afl < 1 an die nichtnegative Matrix A nicht entbehrlich
ist, um inverse Positivitit von I — A schiieflen zu kénnen. Fiir s > 1 konvergiert natiirlich
auch die Neumannsche Reihe nicht, obwohl (I—A)~* existietrt. (Sonst wire ja (I—A)~1
positiv; hier sieht man Divergenz aber auch direkt an A% = s*1.)

2) Bei den statischen Input-Output-Modellen (nach Leontief) hatten wir in 3.3 gese-
hen, dass zwischen dem Produktionsvektor z € R und dem Nachfragevektor y € R™ der
lineare Zusammenhang
(I-Az=y

besteht, wobel A = (a;;) € R™*" die Malriz der Produktionskoeffizienten a;; = 0 ist, die
angeben, wieviele Einheiten des Produkts @ intern (“endogen”) fiir die Herstellung einer
Einheit des Produkts @ gebraucht werden. In einem “normalen” Unternehmen bzw. in
einer “gesunden” Valkswirtschaft wird es sich so verhalten, dass die a,; relativ kleine
Zahlen oder Null sind. Lassen wir Produkte auBler Betracht, die im Produktionsprozess
intern vollig verbraucht werden, und nehmen also an, dass bei laufender Produktion von
jedem Produkt @ e ,@ eine positive Menge auf den Markt gebracht werden kann, so ist
fiir jedes 7 die Summe der Produktionskoeffizienten 77, a;; kleiner als 1, d.h. die Zeilen(~
Betrags—)Summen von A sind alle kleiner als 1. Aus 4) und 6) der vorangegangenen
Diskussion folgt dann:

e Sind die Zeilensummen der Produktionskoeffizientenmatriz A alle kleiner als 1, so
hat die Gleichung (I — A)x =1y fir alle ékonomisch sinnvollen Nachfragevektoren
y € R* (d.h. alle Komponenten y; sind positiv] genau eine Lisung x € R™, und
diese ist auch dkonomisch sinnvoll (d.h. auch alle Komponenten x; sind positiv).

In der Praxis bedeutet “tkonomisch sinnvoll” fir einen Produktionsvektor z allerdings
meist nicht nur, dass seine Komponenten positiv sind, sondern man hat auch Kapaziidts-
grenzen x; < ¢; zu berlicksichtigen. Das Problem, zu welchen Nachfragevektoren y € R™
der Produktionsvektor x auch die Kapazititsbeschrinkungen erfiilit, kann man ebenfalls
mit der inversen Positivitdt von I—A behandeln. Dazu sei ¢ := (¢, ...,c,) € R"™ der
Vektor der Kapazitatsgrenzen. Dann gilt (I—A)(c -~ z) = (I—A)c — y, und aus der in-
versen Positivitit von I-- A folgs, dass ¢ —  lanter nichtnegative Komponenten hat, dass
also die Ungleichungen z; < ¢; fiir j = 1...n gelten, wenn (I—A)c — y keine negativen
Komponenten besitzt. '

o Hal dann das Produkt (I—A)c von I—A mit dem Vektor der Kapazititsgrenzen c
keine kleinere Komponente als der Nachfragewvektor y, so erfiillt der zugehdrige Pro-
duktionsvektor z euch die Kapazititsrestriktionen x; <c¢; firj=1...n.

Das ist 8konomisch plausibel; denn es hesagt, dass man den Nachfragevektor y realisieren
kann, wenn bei maximal méglicher Produktion aller Produkte der nicht intern verbrauchte
Output eines jeden Produkts die entsprechende Nachfrage iibertrifft oder erreicht.
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Allerdings ist es nur ein hinreichendes Kriterium fiir die Realisierbarkeit eines gegebenen
Nachfragevektors . Es ist durchans méglich, dass der Produktionsvektor zu y die Ka-
pazititsgrenzen einhilt, auch wenn (I—A)c eine kleinere Komponente als y hat. Es kann
sogar sein, dass (I—A)c eine nichtpositive Komponente hat, so dass kein 6konomisch sinn-
voller Nachlragevektor eine kleinere Komponente besitzt, aber dennoch sind natirlich alle
Nachfragevektoren mit hinreichend kleinen positiven Komponenten innerhalb der Kapa-
zititsgrenzen realisierbar. Genauer gilt mit den Bezeichnungen |#|s fiir das Maximum der
Komponentenbetrige von z und || Afie e < 1 fiir das Maximum der Zeilenbetragssummen

von A (vgl. 7) der vorangegangenen Diskussion):
(J—Az =y <= o= Ar+y = [2lo < [A2]e| + Yl < [ Alloo,0i2lo0 + %o

, oo
= [l £ T Al

woraus man abliest, dass der Produktionsvektor z zu jedem Nachfragevektor y mit Kom-
ponenten 0 < 4; < (1 — || Alleo,00) minG_, ¢; jedenfalls die Kapazititsgrenzen einhilt.

3) Bei der innerbetrieblichen Leistungsverrechnung hatten wir in 3.2 das lineare
Gleichungssystem

(D=Ap =k
fiir den Verrechnungspreisvektor p = (p1, ...,Pn) und den Primdrkostenvektor k =
{ky, ..., k,) aufgestellt, wobei D die Diagonalmatriz der Gesamileistungen [; > O der

einzelnen Kostenstellen @ ist, welche die Diagonaleintrige von D bilden, und A die Ver-
fechtungsmatriz, deren Eintrige a;; > 0 die von der Kostenstelle (j) an den Betriebsteil
@ abgegebene Zahl von Leistungseinheiten angeben. Okonomisch sinnvoll sind hier nur
positive Verrechnungspreise p; > 0 und nichtnegative Primérkosten k; 2 0. Wir neh-
men dabei an, dass jeder Teilbetrieb @ nur Leistungen einer einzigen Art erbringt, fiir
die der Verrechnungspreis p; zu bestimmen ist; das ist keine Kinschrénkung, weil man
sich Betriebsteile, die Leistungen verschiedener Art liefern, in einzelne Stellen aufgespal-
ten denken kann, die jeweils nur Leistungen von einer einzigen Sorte abgeben. Da die
Gesamtleistung I; eines jeden Betriebsteiles (j) nicht kleiner ist als dessen an andere
Betriehsteile abgegebene und selbst verbrauchte Leistung, gilt

ay; +.o.oota, <L Ar j=1...n,
d.h. keine Spaltensumme von A ist gréfer als der entsprechende Eintrag von D.

Wir betrachten nun zunéchst den Fall, dass jeder Teilbetrieb seine Leistung nicht aus-
schlieBlich an andere Betriebsteile abgibt, sondern auch eine direkte Leistung den Gesamt-
betrieb erbringt, d.h. ay; + ... +a,; < [; gilt fiir j = 1...n. Dann hat die Matrix AD™
Spaltensummen {a1; + ... + @y;)/l; < 1 und pach 6), 7) der vorangegangenen Diskussion
existiert daher {I—AD™1)~! und ist eine positive Matrix. Dasselbe gilt natiirlich auch fiir

(D—-A)"' = {(I—AD YD = DI~ ADH 1,

d.h. unsere Gleichung {D—A)p = k hat eine eindeutige Lésung, und wenn k; > O ist fir
alle ¢, so folgt auch p; > 0 fir alle §. Wegen Dp = k + Ap, also Iip; = k; + Z?:l Qi
ist nur dann p; = 0, wenn die Primiirkosten k; und die Sekundérkosten E?zl a;;p; von
(i) Null sind. (Das entspricht dem Ansatz, aus dem man das Gleichungssystem fiir die
Verrechnungspreise erhalten hat: Die von @ erbrachte Leistung wird ja so bewertet, dass
ithr Geldwert gleich den Gesamtkosten der Steile @ ist.) Ist Leistungserbringung ohne
Primirkosten nicht moglich, also k; > 0 fiir alle ¢, so sind folglich auch alle p; positiv.
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4) Bei viclen Betriebsabliufen gibt es nun aber Betriebsteile (7), die ihre Leistungen
ausschlieflich an andere Teilbetriebe abgeben und keinen Leistungstiberschuss an den
Gesamtbetrieb zur Vermarktung liefern (z.B. Reparatur- und Wartungsteilbetrieb). Dafiir
ist dann ay; + ...+ an; = I;, und somit hat in der Matrix AD~! die Spaltensumme
(G1;+...Fan;)/l; den Wert 1. [n dieser Situation ist die obige Argumentation nicht mehr
giiltig und inverse Positivitit von I— AD™! ohne weitere Skonomisch sinnvolle Annahmen
tiber die Verflechtungsmatrix nicht mehr gesichert. Eine solche Annahme ist, dass ein
System von Teilbetrieben, das keine Leistung nach auflen erbringt, ausgeschlossen ist. Die
Teile eines solchen Systems wiirden sich ndmlich nur gegenseitig Leistungen erbringen,
ohne unmittelbar oder mittelbar etwas zum Betricbsergebnis positiv beizuiragen, und
das ist eine in der Realitit zwar manchmal nicht ausgeschiossene, aber dkonomisch sicher
nicht sinnvolle Situation. Unsere Annahme verbietet z.B., dass ein Betriebsteil @ selne
gesamte erbrachte Leistung seibst wieder verbraucht ({; = a;;) oder dass zwei Betriebsteile
(2) und () ihre gesamte Leistung ausschiieBlich fiireinander erbringen (I; = a;; + a;; und
l; = a;; + a;.). Aligemeiner ist mit unserer Annahme verboten, dass die Spalten mit
gewissen Nummern jx (j1 < ... < jm, 1 < m < n) von Null verschiedene Eintrége
héchstens in diesen Positionen jy , ..., jn, haben und die Spaltensummen gleich !, sind.

Unter der Annahme, dass Systeme von Teilbetrieben, die keine Leistung nach aufien er-
bringen, nicht vorhanden sind, kénnen wir nun tatséchlich beweisen, dass D—A invertier-
bar und invers positiv ist, so dass das Gleichungssystem (D—A)p = k fir jeden Primér-
kostenvektor k € R™ genau einen Verrechnungspreisvektor p € R™ als Lésung hag, wobei
alle Komponenten p; von p nichtnegativ sind, wenn dies fiir die Kompenenten k; von k
gilt. Dazu betrachten wir eine Losung z € R zu (D—-A)z = k baw. Dr—k = Az, mit m
negativen Komponenten, 1 < m < n. Nach geeigneter Nummerierung der Betriebsteile
kénnen wir z; < 0, ..., 2, < 0 und 2.1 = 0, ...,7, > 0 annehmen. Summation der
Gleichungen liz; — k; = 377 ag;z; iiber 4 = 1...m liefert:

il,ﬁ,?-—-f:k’, = i( n aijwj)
i=1 1

=1 i=1 i= )
= Z (Z aijmj) (weil az; >0 fiir j>m)
=1 7=1
= Z (Z az-j) T; = Zi.jxj (weil > 7 ay <l und a; <Ofir j=1...m}.
=1 \i=1 =1

Sind alle k; > 0, so ist das nur moglich, wenn > . k; = 0 ist und Y% ay = I
fir j = 1...m, also insbesondere a;; = 0 fiir j = 1...m und 7 > m. Dies bedeutet
aber, dass die Betriebsteile @ .. @ ein System bilden, das keine Leistung nach aufien
abgibt, und das ist durch unsere Annahme ausgeschlossen. Folglich hai keine Lésung z
zu (D—A)z = k eine negative Komponente z;, wenn ky, ..., k, € Rsg sind. Daraus
folgt erstens, dass (D—A)z = 0 nur die triviale Lésung hat (sonst gibe es auch eine
Losung x mit negativer Komponente, weil ja mit  auch —z Lisung ist}), dass also die
quadratische Matrix D--A invertierbar ist, und zweitens, dass (D—A)"! eine positive
Matrix ist, also nur nichtnegative Eintrige und keine Nullzeile hat. Insbesondere sind die
durch (2 — A)p = k gegebenen Verrechnungspreise eindeutig bestimmt und nichtnegativ,
weil der Primérkostenvektor k lauter nichtnegative Kompanenten hat.
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Sind die Primirkosien k; fiir alle Betriebsteﬂe@ positiv, so sind dann natiirlich auch alle
Verrechnungspreise p; positiv und damit dkonomisch sinnvoll. Im Allgemeinen aber wird
es Betriebsteile geben, bei denen die Primérkosten k; = 0 sind und nur Sekundérkosten
entstehen. In dieser Situation ist nicht ausgeschlossen, dass auch einige Verrechnungs-
preise p; = 0 sind, was jedoch dkonomisch nicht sinnvoll wére, weil es ja bedeutet, dass
ein Betriebsteil Leistungen erbringt, ohne dass primére oder sekundére Kosten entste-
hen. Mathematisch ist das unter den bisherigen Voraussetzungen aber durchaus méglich,
wie das Beispiel der Nullmatrix A = 0 zeigt, in dem alle Betriebsteile @ ohne jede
Verflechtung nur Leistungen I; an den Gesamtbetrieb abgeben. Hier ist dann p; = ki/l;
and somit p; = 0, wenn &; — 0 ist. Um Derartiges auszuschliefen, alsc positive Verrech-
nungspreise zu erhalten, miissen wir eine weitere dkonomisch sinnvolle Annahme an die
Verflechtungsmatrix A und den Primérkostenvektor k machen, némlich dass ein System
von Teilbetrieben, das keine Leistung von auflen bezieht, ausgeschlossen ist. Dies bedeutet
insbesondere, dass es keinen Teilbetrieb gibt, der von keinem anderen Teilbetriel Leistun-
gen erhilt und dem auch keine Primirkosten entstehen. Und es heifit natiirlich auch, dass
der Primirkostenvektor nicht der Nullvektor sein kann. Allgemein verbietet diese Annah-

me, dass A Zeilen mit Nummern ¢, (¢ < ... < ip, 1 £m < n ) besitzt, derart dass
von Null verschiedene Eintrége in diesen Zeilen hochstens in den Positionen 4y, ..., %,

vorkommen und dass die Primirkosten k;, alle gleich Null sind (d.h. diese Teilhetriebe
beziehen Leistungen ausschlieflich voneinander und arbeiten als System ohne Kosten).

Damit kénnen wir dann auch zeigen, dass alle p; > 0 sind. Wire das namlich nicht der
Fall, so hatten wir nach geeigneter Nummerierung der Teilbetriebe py = ... = pp = 0
und Prag1 > 0, oo, p, > 0 fiir ein m € {1,...,n}. Aus (D—A)p = k folgte dann

O:ﬂipi:ki+zféijpj:ki+ z Gy furi=1...m
‘ j=1 j=m+l
und damit k; = 0 fir ¢ = 1...m sowie a;; = 0 fir 1 = 1...m und j > m. Das bedeutef
aber, dass die Teilbetriebe @ - @ ein System bilden, das keine Leistung von auffen
bezieht, und das hatten wir mit unserer Annahme ja ausgeschlossen. Zusammenfassung:

‘o (Fibt es bei der innerbetrieblichen Leistungsverrechnung mit Verflechtungsmatriz A
und Gesamtleistungsdiagonalmatriz 1D kein System von Teilbetrieben, das keine Lei-
stungen nach auflen erbringt, so ist das lineare Gleichungssystem {A~D)p = k fir
jeden Primirkostenvektor k eindeutig losbar, und alle Verrechnungspreise p; sind
nichtnegativ (wenn alle Primdrkosten k; nichinegativ sind).

e (Gibt es zu A und k auch kein System von Teilbetrieben, das keine Leistungen von
aufen bezieht, so sind sogar alle Verrechnungspreise p; positiv.

Damit ist das Problem der FEmistenz, Eindeutigkeit und Positivitdt der Verrechnungs-
preise in sehr befriedigender Weise, d.h. unter dkonomisch sinnvollen Voraussetzungen,
gelost. Wenn bei gegebenen A, D und k die Auflésung des linearen Gleichungssystems
(D—A)p = k fiir die Verrechnungspreise ergibt, dass die Losung nicht eindeutig ist, so hat
der Betrieb ein System von Teilbetrieben, die nur fiireinander arbeiten und keine Leistung
nach auBen abgeben — das muss dann natiirlich durch Anderung der Betriebsablaufe ab-
gestellt werden. Wenn sich zwar ein eindeutiger Verrechnungspreisvektor ergibt, der aber
Nullkomponenten enthlt, so muss ein Fehler bei der Aufstellung der Daten A, D und k
vorliegen, der z.B. auf der unvollstindigen Erfassung aller entstehenden Kosten beruht;
denn Systeme, die Leistungen ohne Kosten erbringen, existieren in der Realitét nicht. Ist
aber die Struktur von A, D und k so, dass tkonomisch unsinnige Systeme von Teilbe-
trieben nicht existieren, sc gibt es auch eindeutige positive Verrechnungspreise! [ ]



Kap. 3, Abschnitt 3.4 201

Nun zum zweiten Thema dieses Abschnitts, den Determinanten. Bei 2x2-Matrizen (Zg)
haben wir schon gesehen, dass man an der Zahl ad — be direkt ablesen kann, ob die Ma-
trix invertierbar ist oder nicht: Wenn ad — be s 0 ist, so existiert die Inverse, andernfalls
nicht. Da diese aus den Matrixeintrdgen leicht zu berechnende Zahl also bestimmt (“de-
terminiert”), ob die Matrix invertierbar ist oder nicht, heifit sie die Determinante der
2x2-Matrix (22) . Auch bei der Berechnung der Inversen — dfbc (EC_Z) taucht die Deter-
minante auf, némlich als Nenner der Eintréige der inversen Matrix. Daran kann man zum
Beispiel ablesen, dass die Inverse ganzzahlige Eintrége hat, wenn das fiir die Matrix seibst
gitt und wenn die Determinante gleich 1 oder gleich —1 ist; und wenn die Determinante
den Wert +k hat mit k € N, so lassen sich alle Eintrdge der Inversen einer ganzzahligen

2x2-Matrix als rationale Zahlen mit ganzem Z#hler und Nenner k schreiben.

Die Frage ist nun, ob wir auch fiir quadratische Matrizen A mit mehr als 2 Zeilen und
Spaiten eine Zahl det(A) € R aus den Matrixeintréigen berechnen konnen, die dhnliche
Bedeutung hat, also z.B. genau dann ungleich Null ist, wenn die Matrix invertierbar ist.
Um einen Anhaltspunkt zu haben, wie man dabei vorgehen kénnte, schaut man sich die
Figenschaften der Determinantenfunktion ad— be von 2x2-Matrizen (jg) an, Eigenschaf-
ten, die ins Auge fallen, sind z.B. folgende: Die Determinante héngt linear ab von jeder
Spalte (Z”) \ (Z) der Matrix und sie #ndert sich um den Faktor —1, wenn man die zwei
Spalten vertauscht. Es stellt sich heraus, dass durch die analogen Eigenschaften und die
zusiitzliche Bedingung det(Il,) = 1 eine Funktion auf dem Raum R™" der nxn-Matrizen
schon eindeutig bestimmt ist, und dass diese Funktion tatséchlich genau auf den nicht in-
vertierbaren Matrizen den Wert Null annimmt. Dies ist dann die Determinantenfunktion

von nxn—iMatrizen.

SATZ und DEFINITION (der Determinante): Es gibt fiir jede natirliche Zahln genau
eine Funktion det:R™*" — R, die jeder nxn-Muatriz A eine reelle Zahl det(A) zuordnet,
genanni die Determinante von A, und folgende Eigenschaften hat:

(i) Normierung: det(L,) =1, die Determinante der nxn-Einheitsmotriz ist 1;

(ii) Antisymmetrie: bei Vertauschung von 2wei Spalien in A dndert sich die Deter-
minante um den Faktor —1 ;

(iii) lineare Abhingigkeit von jeder Spalte, das heifit
Homogenitét: maultipliziert man eine Spalte von A mit einem Faktorr € R, so
dndert sich auch die Determinante um den Faktor r;
Additivitit: ist eine Spalte von A die Summe von zwei Spaltenvektoren, so ist
det{A) die Summe der Determinanten der beiden Matrizen, die man erhilt, wenn
man die betreffende Spalte durch jeweils einen der beiden Spaltenvektoren ersetz,

DISKUSSION: 1) Als Erstes betonen wir:
e [he Determinante ist nur fiir quadratische Matrizen definiert.

Was immer jemand tut, der mit irgendwelchen selbst erfundenen Rechenvorschriften die
“Determinante” einer nichtquadratischen Matrix ausrechnet — es ist Unsinn!

2) Ohne die Normierungsbedingung (i) wére die Determinantenfunktion nur bis auf einen
Faktor festgelegt, da auch die Funktion R**™ 3 A +— s det(A) die Bigenschaften (i) und
(iii) hat fur jedes s € R. Die Bedeutung von (i} ist also lediglich, diesen Faktor festzulegen,
und die Normierungsbedingung (i) ist die sinnvollste Art und Weise, dies zu tun.
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3) DBine Funktion von k (Spalten-)Vektoren aus R™ nennt man symmetrisch, wenn sie
ihren Wert bei Vertauschung von zwei Vektoren nicht dndert, und antisymmetrisch, wenn
sie thren Wert bei dieser Prozedur um den Faktor —1 dndert. In diesem Sinne ist also die
Determinante det(A) eine antisymmetrische Funktion von n Vektoren, ndmlich von den
n Spalten der nxn—Matrix A. Die Regel gilt nur fur die Vertauschung von zwei Spalten
in der Matrix. Allgemein folgt:

o Wenn man mehrere Spalten der Matriz untereinander permutiert (d.h. in beliebige
andere Reihenfolge bringt), so multipliziert sich die Determinante mit dem Foktor
(—1)%, wo k die notwendige Anzahl der Vertauschungen von je zwed Spolten ist, mit
denen dieselbe Permutation erreicht wird.

Bringt man also z.B. die Spalten mit den Numimern 1,2,3 in die Rethenfolge 2,3,1, so
sndert das die Determinante fiberhaupt nicht, weil man mit zwei Spaltenvertauschungen
denselben Effekt erreicht (ndmlich mit der Vertauschung von erster und zweiter Spalte
und anschlieBender Vertauschung von zweiter und dritter Spalte in der nach der ersten
Vertauschung entstandenen Matrix). Eine andere Konsequenz der Antisymmetrie ist, dass
die Determinante verschwindet, wenn zwei Spalten der Mairix gleich sind; denn bei Ver-
tauschung dieser Spalten multipliziert sie sich einerseits mit dem Faktor —1, andererseits
bleibt sie unverdndert, weil die Matrix dieseibe bleibt.

e Die Determinante ist Null, wenn die Matriz zwei gleiche Spalten hat.

4) Als Notation fiir die Determinante einer Matrix A = (a;;) € R™™ ist auch gebriuchlich

31 G1z - Qip aip iz - g

oy Oaz *-° Ozn Qo1 Qgp -+ (opn
Al =] . . C ] = det{A) = det :

Gry On2 <" Onn Qpl Qpa " Opp

Diese Bezeichnungsweise birgt die Gefahr in sich, dass man die Determinante |A] wie den
Betrag einer Zahl fiir eine stets nichtnegative GroBe halten konnte, was sie natiirlich nicht
ist; denn sie dndert ja 2.B. bei Spaltenvertauschung das Vorzeichen (wenn sie # 0 ist).
AuBerdem wird |A| auch zur Bezeichnung der Euklidischen Norm der Matrix A verwendet,
also der Quadratlwurzel aus der Quadratsumme aller Matrixeintriige, und das ist eine ganz
andere Grafe als det{A). Von der Naotation |A] [iir die Determinante von A sollte man
daher absehen. Bei Anordnung der Matrixeintréige in einem rechteckigen Schema ist es
aber praktisch, die Bildung der Determinante einfach dadurch anzuzeigen, dass man die
runden Matrix-Klammern durch gerade vertikale Striche ersetzt.

Eine andere Bezeichnungsweise, in der besser zum Ausdruck kommt, dass an die Deter-
minante als eine Funktion von n {Spalten-)Vektoren ansehen kann, ist

det{a;,az,...,a,) = det(A4)

wenn A = (ay;) die nxn-Matrix mit den Spalten a; ,ap,...,a, € R™ ist, also a; € R" die
Eintrdge ay;, Gaj, ..,y hat fir j = 1...n. Dann hingt det(a;,as,...,a,) linear ab
von jedem der n eingesetzten Vektoren a;, und bei Vertauschung von zwei der eingesetzten
Vektoren #ndert sich det{a;,ay,...,a,) um einen Faktor —1.
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5) Die Homogenitét der Determinantenfunktion in jeder Matrixspalte bedeutet, dass das
Herausziehen eines skalaren Faktors aus einer Spalte ertaubt ist. In der Notation von 4}
geschrieben lautet diese Regel fiir jedes r € R und alle j € {1,...,n}:

G11 - Thzz - Gag a1+ gy vt Qin
g1 -+ Thgy -+ oy Qgay ~r- dgy - oy
; . =r
py = Tlpg " Oan Qpy = 7 Upy 00 Gpn
oder
det(ag,...,ra;,...,a,) = r-det(a;,...,a;,...,a,) .

Eine Warnung vor einem nicht seltenen Fehler ist hier angebracht: Wenn mehrere Spalten
der Matrix mit einem Faktor multipliziert werden, so muss natiirlich aus jeder Spalte der
entsprechende Faktor herausgezogen werden,

det(ria; ,refs ..., Te@,) = Ty Tg ... 7y, -det(A) .
Wird insbesondere die ganze Matrix A, also jede ihrer » Spalten, mit dem Faktor r € R
multipliziert, so haben wir den Faktor ™ herauszuzichen:
det(rA) = r" - det{A) fir Aeg R,
Das wird als Homogenitit vom Grad n der Determinantenfunktion auf R**" bezeichnet.
Der Spezialfall » = —1 lautet:
det{—A) = (—=1)"det(4) = {

det(A), wenn n gerade ist,

—det{A), wenn n ungerade ist.

6) Die Additivitit der Determinantenfunktion in jeder Spalte bedeutet analog, dass das
Herausziehen einer Summe aus einer Spalte erlaubt ist. In der Notation von 4) geschrieben
lautet diese Regel fiir alle j € {1,...,n} sowie alle Spaltenvektoren a = (df,, ..., a};)
und aff = (ay;, ...,a,.) aus R? :

i / " ! "
arr - (@y+al) o i i1 -+ Q3; o Oip 1y o Gy -0 Gip
! 1 ! i
azr - (Gg+ag) oo aog [ G21 o Gy o Gon @1 - Gy -oc dop
. = + ;
! I ! I
a’nl e (anj+aﬂj) P ann anl . a’nj P a"m‘!. anl PR a’nj ... a’nn
oder
' )y ; ] n
det(a,...,aj+aj,...,a,) = det{ay,...,a},...,a,) + det(a;,...,a}, ..., a,).

(Dabei stehen die Eintrage mit Subskript “5” natiirlich in der j-ten Spalte der Matrix; die
Eintrége in den anderen Spalten sind links und bei den Matrizen rechts jeweils dieselben.)

7} Wenn man die Homogenitit und die Additivitit der Determinante in jeder Spalte der
eingesetzten Matrix kombiniert, so erkennt man, dass auch das Herausziehen beliebiger
Linearkombinationen aus jeder Spalte erlaubt ist, also
! ]
det(a;,. vy By ,Zskbk,ajH yoae ,aﬂ) = Sg . det(al,... i ,bk ,aj,g,...,an)
k=1 k=1

firallea;,...,a, e R, je{l,...,n},leN,by,...,b, ¢ R*und 51,...,5 € R. Dies
ist die allgemeine Form der Multilinearitit der Determinantenfunktion von n (Spalten-)
Vektoren in R™, also der linearen Abhangigkeit von jedem der n Vektoren.
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8) [ ist keineswegs selbstverstindlich, dass es eine, und nur eine, Funktion det mit
den im vorigen Satz angegebenen Eigenschaften gibt. Das zu beweisen, ist Sache der Ma-
thernatik. Weil sich im Beweis aber eine explizite Formel ergibt, welche die Determinante
einer quadratischen Matrix durch ihre Eintrage ausdriickt und viele Higenschaften der
Determinantenfunktion verstindlich macht, skizzieren wir den Beweis hier:

Wir zeigen zuerst die Eindeutigkeit, dass also die Determinantenfunktion die einzige mit
den Eigenschaften (i), (i) und (iil) ist. Ausgangspunkt ist die Darstellung der Spaltenvek-
toren a; von A = (a;) € R™" als Linearkombination der kanonischen Basisvektoren ¢;
von R™,

Ctlj
ag; [
a; = : Z €hiiCi -
) i=1
anj

Mit der Linearitat der Determinante in der ersten Spalte 7) folgt dann

det(A) = det(ar,az,...,a5)

Nutzen wir in den zuletzt auftretenden Determinanten die Linearitét in der zweiten Spalte
aus, so folgt weiter:

det(A) = Z Z A;1Qqa - det(ei V€, A3 ,an) .

i =1 =1

Qo fahren wir fort, bis alle n Linearkombinationen der Basisvektoren herausgezogen sind.
Wir erhalten dann eine n-fach iterierte Summe und brauchen dafiir n verschiedene Sum-

mationsindizes ¢, ¢, i, ..., die-wir mit 1 ,4s,...,4, numerieren. Das [Ergebnis ist
T L I
det(A) = E E g 5,102 " Qi - dEL(€5, 1 €1y 5oy €1 )
i1=11ip=1 in=1

In der letzten Determinante stehen nun lauter kanonische Basisvektoren. Die Determinan-
te ist Null, wenn zwei von ihnen gleich sind, also muss nur ber solche Indexkombinationen
(i1,42,-..,1n) summiert werden, die eine Permutation der Zahlen 1,2,...,n darstellen,
d.h. diese Zahlen in irgendeiner Reihenfolge auffithren. Dann kann die Matrix mit den ka-
nonischen Spalten e;, €, ...,&;, durch Spaltenvertauschungen in die Finheitsmatrix I,
verwandelt werden, also ist ihre Determinante gleich (—1)™, wobei m die Anzahi der Ver-
tauschungen ist, mit denen (¢1,4s,...,4,) in (1,2,...,7n) zu Gberfithren ist. Bezeichnen wir
dieses von iy ,4s ,...,i, abhingige Vorzeichen (“Signum”) mit sign(iy, iz, ..., 4.} = £1,
so haben wir die Formel

det(A) = Z Sign(il: (STPI iﬂ) i 1Q4p2 *** Qign

214324 00m

wobei iiber alle Permutationen der Zahlen 1,2,...,n zu summieren ist. Damit ist die
Eindeutigkeit gezeigt: Wenn es eine Funktion det:R™™ — R mit den Eigenschaften
(i),(ii) und (iii) gibt, so muss det(A) aus den Eintrdgen der Matrix A — (a7} so berechnet
werden kénnen wie in dieser Formel.
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Gleichzeitig kénnen wir nun die Fzistenz der gesuchten Funktion zeigen, indem wir sie
durch eben diese Formel definieren und dann die Eigenschaften (i},{ii),(iii) nachweisen.
(i} gilt, weil im Fall der Einheitsmatrix nur der zu ¢, = 1,4, = 2,...,%,, = n gehdrende
Summand von Null verschieden ist und den Wert I hat. (iii) gilt, weil jedes in der Summe
aufiretende Produkt von Matrixeintrigen aus jeder Spalte der Matrix genau einen Eintrag
als Faktor enthalt. Fir (i) muss man nur bemerken, dass die Vertauschung von Spalte
Nr. j mit Spalte Nr. k& (mit j < k), auf dasselbe hinauslduft wie die Frsetzung der
Vorzeichen sign{iy, ..., ¢, .. ik, ..., b,) durch sign(éy,... 45, ..., 4,...,1,); die beiden
Vorzeichen unterscheiden sich aber gerade durch einen Faktor —1, weil sich die beiden
Permutationen eben um eine Vertauschung unterscheiden. Damit alles korrekt ist, muss
man noch iiberlegen, dass das Vorzeichen sign(éy,4s,...,4,) einer Permutation eindeutig
definiert ist, d.h. dass die Anzahl der Vertauschungen von je zwei Gliedern, mit denen man
(t1,%2,...,4,) in (1,2,...,n) bringen kann, unabhéngig von der konkreten Wah! dieser
Vertauschungen immer gerade oder immer ungerade ist. Das kann man z.B. einsehen,
indem man iiberlegt, dass im Produkt [T;.,.,..(¢ — ) gerade 2(k—j) + 1 Faktoren ihr
Vorzeichen dndern, wenn man 4; mit 4 vertauscht fiir ein Paar von Zahlen j < k. Man
kann also sign{iy,is,...,¢,) einfach als das Vorzeichen dieses Produkts definteren (das
offenbar positiv ist, werm iy = 1,4 =2, ..., i, =1 ). [

Die explizite Formel, die sich fiir die Berechnung der Determinante aus den Matrixein-
trigen ergeben hat, ist zwar fiir die Berechnung der Determinante von grofien quadrati-
schen Matrizen ungeeignet (weil die auftretende Summe zu viele Summanden hat, ndmlich
n! (Fakultdt von n) Summanden im Falle von nxn-Matrizen), aber bei 3x3-Matrizen ist
sie gut brauchbar, und sie liefert weitere interessante Eigenschaften der Determinanten-
funktion. Deshalb besprechen wir die Formel noch etwas genauer in folgender

DISKUSSION mit BEISPIELEN: 1) Fur nxn-Matrizen A = (a;;) gilt die sog.
Leibnizsche Formel:

det(A) = Z sign(iy, g, . .. 1?'%) (i 10ip2 * " Gin

71,8250 500
wobel iiber alle Permutasionen (21,42, ...,1,) der Zahlen 1,2,.. ., n zu summieren ist und
das Vorzeichen sign(éy, g, .. ., i,) gleich (—1)™ ist, wenn (¢1, 43, . . ., 4, ) mit m Vertauschun-
gen von jeweils zwel Gliedern in (1,2,...,n) iiberfiihrt werden kann. Da diese Formel, die

wir oben hergeleitet haben, fiir Nicht-Mathematiker schwer zu entschiiisseln ist, geben wir
ihren Inhalt in Worten an:

e [ie Determinante einer nxn-Matriv erhdlt man, indem man auf alle mdglichen Ar-
ten . Matrizpositionen herausgreift, derart dass keine zwei aus derselben Spalte oder
derselben Zeile genommen werden, die Produkte der in den herausgegriffenen Posi-
tionen befindlichen n Matrizeintrige bildet, sie mit dem Vorzeichenfaktor +1 bzw.
—1 multipliziert, wenn die herausgegriffenen Positionen durch eine gerade bzw. un-
gerade Anzahl von Spaltenvertauschungen auf die Matrizdiagonale gebracht werden
kinnen, und schiiefilich alle so gebildeten und mit Vorzeichenfaktoren verschenen
Produkte aufsummiert.

2) Eine unmittelbare Folgerung aus der Leibnizschen Formel ist:

o [he Determinantenfunktion det:R™™ — R ist eine homogene Polynomfunktion
der Matrizeintrdige vom Grad n.
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Dies bedeutet, dass det(A) fir 4 € R™*® durch eine Formel zu berechnen ist, bei der
Produkte von jeweils n Matrixeintrigen gebildet werden, die nach einer festen Regel aus
der Matrix herausgegriffen werden (hier sogar so, dass keine Faktoren eines solchen Pro-
dukts derselben Zeile oder derselben Spalte entnommen sind), und dann mit festgelegten
Koeffizienten (hier nur +1 und —1) linear kombiniert werden. Die schon besprochene
Rechenregel det(rA) = r*det(A) fiir A € R™" ist eine unmittelbare Folgerung.

3) Fir 1x1-Matrizen A = (o) ist natiirlich
det(a) = a
der einzige Eintrag der Matrix. Mehr gibt es hiersu nicht zu sagen.

4) Tiir n = 2 gibt es genau zwei Permutationen von (1,2), némlich (1, 2) (die “identische
Permutation”, bei der gar nichts vertauscht wird) und die Vertauschung (2,1). Erstere
hat das Vorzeichen +1, letztere das Vorzeichen —1, also lautet die Leibnizsche Formel
fiir die Determinante von 2x2-Matrizen:

011 G2
det = 1103 — 021042 .
(21 Gz2

Das ist genau dieselbe Formel det (*") = ad — b, mit der wir die Determinante von
2x2-Matrizen schon frither definiert hatten.

5) TFiir n = 3 gibt es bereits 6 Permutationen (1,2,3), (3,1,2), {2,3,1) mit dem Vorzei-
chen +1 und (3,2,1), (1,3,2), (2,1,3) mit dem Vorzeichen —1. Die Leibnizsche Formel
fur die Determinante einer 3x3-Matriz A = (a4;) lautet also:

de’ﬁ(f’l) = 811092033 + 31012003 + Qo1laalay — G180y — G110aztys — Q3112033 .

Mit folgendem Schema kann man sich diese Formel einpréigen: Man schreibt die beiden
ersten Spalten der Matrix nochmals rechts neben die Matrix, addiert die Produkte der
jeweils drei Eintrage auf jeder der drei Diagonalen von links oben nach rechts unten und
subtrahiert die Produkte der drei Eintrige auf jeder der drei Diagonalen von rechts oben
nach links unten. Dies ist die sog. Sarrussche Regel:

G @12 G13) 011 Gi2 11 G12 G13

Gg1 Oag Ooa
CL21 a2° Q33| Gy1 g2 ! »
X (31 (32 flag

6631 fl3° ags G31 (33

clclel ®\®®

= (11022033 + Q12023a1 + (13023032 -

= Q13Q2031 — (11Q2303 — 19021033

Wir betrachten als konkretes Beispiel die Determinante der “Telefon-Matrix”:

12:
45
78

e Oy W
}

e,
I

£ b
7 g
-1
I+
—_ DD

Die Determinante der Telefon-Masrix hat also den Wert Null.
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6) Tir n = 4 hat die Leibnizsche Formel fir die Determinante einer nxn-Matrix schon
24 Suramanden, fiir n = 5 gar 120; denn die Anzahl der Permutationen ven 1,2,...,n
ist ja n!(Fakultdt von n). Das zur Sarrusschen Regel analoge Schema bei 4x4-Matrizen
gibe aber nur 8 Summanden und kann schon deswegen keine korrekte Berechnung der
Determinante sein. Das wird aber nicht selten faisch gemacht, daher die Warnung:

e Bei quadratischen Matrizen vom Format 4x4 oder grifler gilt keine “Sarrussche
Regel” fir die Berechnung der Determinante!

7) Die Leibnizsche Formel fir die Determinante hat eine Symmetrie, die zeigt, dass
alle Eigenschaften der Determinante als Funktion der Spalten einer guadratischen Ma-
trix analog flir Zeilen gelten. Um das zu sehen, crdnen wir die Faktoren in einem nach
Spaltennummern sortierten Produkt von Matrixeintrdgen so um, dass die Faktoren mit
aufsteigenden Zeilennummern aufeinander folgen:

Giy1Q500 " On = Q15825 0 Gngy, »

Dabei ist (ji,72....,0n) die Umkehrpermutation der Permutation (i1,72,...,%,) von
1,2,...,n, dh. die Permutation, die man erhilt, wenn man dieselben Vertauschungen
von Gliedern, die {4y ,42,...,4,) in {1,2,...,n) Gberfithren, auf (1,2,...,n} anwendet.
Inshesondere hat {j1, jz, ..., j.) dasselbe Vorzeichen wie (41,42,...,%,), und deshalb kann
man die Leibnizsche Formel auch schreiben:

det{A) = Z $ign(j1, Jas -« oy n) @1 Qa5 - - - Qg
jlﬁjQ:”'ajn
weil mit (4, ,73,...,%,) auch die Umkehrpermutationen (j;, jz,. .., j) alle Permutationen
vonl,2,...,n dmchlaufen Nun ist aber a;; der Eintrag in Position (j, ) der transponier-

ten Matrlx AT zur Matrix A = (a;;} und man erkennt, dass die Summe in d{,r letzten
Formel nichts anderes ist als die Determinante von AT .

o Die nxn-Matriz A und ihre transponierte Matriz AT (deren Spalten die Zeilen von
A sind) haben dieselbe Determinante:

det(4} = det(AT) .

e Folglich gelten alle bisher und kiinftiy in Bezug auf die Matrizspalten formulierten
Figenschaften der Determinantenfunktion véllig analog auch in Bezug auf die Zeilen.

Also ist 2.3, det( A} eine lineare Funktion in jeder Zeile der Matrix A, und bei Vertau-
schung von zwei Zeilen in der Matrix #ndert sich die Determinante auch um den Faktor
—1, genau wie bei Spaltenvertauschungen. H

Die Leibnizsche Formel ist, wie gesagt, nicht gut zur Berechnung der Determinante von
grifleren guadratischen Matrizen geeignet. Aus den grundlegenden Figenschaften der De-
terminantenfunktion folgen aber Rechenregeln fiir Determinanten, mit denen man auch
die Determinante groBerer quadratische Matrizen effektiv berechnen kann. Diese stellen
wir zusammen in folgenden
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RECHENREGELN fiir Determinanten: Hier sei A stets eine nxn-Matrix,

1) Wir haben als Folge der Antisymmetrie der Determinantenfunktion in den Spalten
der Matrix schon vermerkt, dass die Determinante einer Matrix verschwindet, wenn sie
zwei gleiche Spalten hat. Das gilt wegen der Homogenitdt dann natiirlich auch, wenn
eine Spalte Vielfaches einer anderen ist; denn nach Herausziehen eines Faktors aus einer
Spalte verbleibt dann ja die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen Spalten. Und
wenn A eine Nullspalte hat, so karm man den Faktor 0 herausziehen, also ist auch dann
die Determinante gleich Null. Alles gilt, wie gesagt, analog auch fiir Zeilen statt Spalten.

o det(A) = 0, wenn A eine Nullspalte (bzw. eine Nullzeile) hat, oder zwei gleiche
Spalten (bzw. Zeilen), oder zwei Spalten (bzw. Zeilen), die sich nur um einen skalaren
Faktor unterscheiden.

2) Folgende Zeilen- und Spaltenoperationen mit Determinantentermen det (A}
sind zulassig, d.h. sie verindern den Wert des Terms nicht:

(i) Man addiert ein Vielfaches einer Zeile /Spalle von A zu einer anderen;
(i) man vertauscht zwei Zeilen/Spalten in A und multipliziert die Determinante mit —1;

(iii) man zieht aus einer Zeile / Spalte von A einen Foktor v € R vor die Determinante.

Damit ist natiirlich gemeint det(A) = det(A’} = —det(A”) = rdet(A”), wenn A’ aus
A durch Addition einer Zeile / Spalte zu einer anderen entsteht (natiirlich darf man nie
Zeilen zu Spalten addieren oder umgekehrt — das wére vélliger Unfug!), wenn A” aus
A durch eine Vertauschung von zwei Zeilen / Spalten hervorgeht, und wenn A aus A”
gebildet wird durch Multiplikation einer Zeile / Spalte mit dem Faktor r. Die Regel (iii)
folgt unmittelbar aus der Homogenitdt der Determinantenfunktion in den Spalten (und
den Zeilen) der Matrix, und die Regel (ii) ist nichts anderes als die Antisymmetrie der
Determinante als Funktion der Spalten (bzw. Zeilen). Die Regel (i) gilt fiir die Spalten
ay,...,a, von A, weil 2.B. det{A) = det(...,a; +sa,...,a,...) ist fiir gewisse j # k
aus {1,...,n} und s € R. (Die angegebenen Spalten befinden sich in den Positionen j
und k ; die nicht angegebenen Spalten sind dieselben wie bei A; der Fall j > k ist analog.)
Wegen der Linearitit der Determinante in der j-ten Spalte ist folglich det(A’) gleich der
Summe von det(...,a;,...,az,...) = det(A) und von s - det{...,ap,...,a%,...) = 0
(weil es sich ja um die Determinante einer Matrix mit zwei gleichen Spalten handelt), d.h.
es gilt det{A') = det{A) wie behauptet.

3) Der Nutzen der Zeilen- und Spaltenoperationen bei der Determinantenberechnung
besteht darin, dass man mit solchen Operationen die Matrix vereinfachen kann, ohne
ihre Determinante zu &ndern bzw. mit Anderung nur um genau bekannte Vorfaktoren.
Ziel der Vereinfachungen ist natiirlich, eine Form der Matrix zu erreichen, fiir die man

die Determinante unmittelbar ablesen kann. Das ist zum Beispiel bei Dreiecksgestalt der
Fall:

¢ Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Dicgonaleintrdge.

Ist namlich ein Diagonaleintrag = 0, so kann man die Dreiecksmatrix A durch Zeilen-
operationen wie in 2) auf eine Zeilen-Stufen-Form mit mindestens einer Nullzeile bringen,
also ist dann die Determinante nach 1) gleich Null und ebenso anch das Produkt der
Diagonaleintrige der Matrix. Sind aber alle Diagonaleintrége a;; # 0, so kann man durch
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Zeilenoperationen vom Typ 2) (i) Diagonalgestalt der Matrix erreichen, ohne die Diago-
naleintrige zu verdndern; dann zieht man die Faktoren a1, ..., dn, nacheinander aus den
Spalten Nr.1,... Nr.n heraus und erhalt det(A) = a1y ... G - det(D) = @11 - ... - @y,

4) Auf den Rechenregeln in 2) und 3) beruht das wichtigste

» Berechnungsverfahren fiir Determinanten: Bringe die Matriz durch Zeilen-
und/oder Spaltenoperationen auf Dreiecksgestalt und halte fest, um welchen Faktor
sich die Determinante dabei dndert (wenn Gberhaupt); die noch verbleibende Deter-
minante der Dreiecksmatriz ist einfach das Produkt threr Diagonaleintrdge.

Da man fiir die Determinantenberechnung Zeilenoperationen und Spaltenoperationen vor-
nehmen darf, ist es hier meist viel einfacher, die Matrix auf Dreiecksform zu bringen, als
bei der Lésung linearer Gleichungssysteme, wo nur Zeilenoperationen (und allenfalls noch
Spaltenvertauschungen) zugelassen sind. Insbesondere kann man bereits vorhandene Null-
eintrége in der Matrix zur Vereinfachung der Rechnungen hier besser ausnutzen.

5) Es gilt eine auch oft niitzliche Verallgemeinerung von 3), der sog. Késtchen-Satz:

o [ie Determinante einer Drelecks-Block-Matrix st das Produkt der Determi-
nanten ihrer quadratischen Diagonalbldcke.

Fine obeare Dreiecks—Block—Matrix A hat die nebenste-

hende Form mit quadratischen Matrizen Ay, Az, ..., Ax Ay

auf der Diagonalen (das sind die “Diagonalblécke” bzw. A *
die “Késtchen”), deren Zeilenzahlen nq,ns,...,ny sich A= 2

zur Zeilenzahl n der quadratischen Matrix A addieren, '

und mit Nulleintragen unterhalb der Diagonalblécke 0

sowie beliebigen Eintrédgen in den Diagonalblocken und Ay

oberhalb dieser Blicke. Der “Kiéstchen-Satz” besagt:

det(A) = det(A;) - det(As) - ... - det(Ax) .

Er gilt fiir untere Dreiecks-Block-Matrizen analog und wird oft in Situationen angewen-
det, in denen man nur zwei Diagonalblécke hat. Der Beweis ergibt sich aus 2) und 3),
indem man die Diagonalblécke der Reihe nach auf Dreiecksform bringt, wobei man die
Zeilenoperationen jeweils nur mit Zeilen ausgefiihrt, die durch den betreflenden Diago-
natblock verlaufen., Die Determinanten der einzelnen Blicke sind danach die Produkte
ihrer Diagonaleintrige, und die Determinante der ganzen Matrix, die dann auch Drei-
ecksgestalt hat, ist das Produkt aller Diagonaleintrige, also auch gleich dem Produkt der
Blockdeterminanten.

6) Bei der rekursiven Berechnung einer Determinante durch Riickfithrung auf die Deter-
minanten von kleineren quadratischen Matrizen ist folgende Terminologie niitzlich: Die
Restmatriz einer nxn-Matrix A zur Position (4, j} ist die (n—1)x(n—1)-Matrix A;;, die
aus A durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht {also durch Streichen
der durch die Position (4, j) gehenden Zeile und Spalte). Das Positionsvorzeichen zur
Position (£, 7) ist {—1)""7. Dieses Vorzeichen ist +1, wenn man die Position durch eine
gerade Anzahl von Vertauschungen unmittelbar benachbarter Zeilen oder benachbarter
Spalten auf die Diagonale der Matrix bringen kann, und es ist —1, wenn dafir eine unge-
rade Anzahl von solchen Vertauschungen erforderiich ist. Der Kofaktor von A zur Position

(¢,7) ist das Produkt der Restmatrixdeterminante mit dem Vorzeichen der Position, also
(—1)*7 det(Ay)
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Es gilt dann der sog. Determinanten-Entwicklungssatz von Laplace:

» Die Determinante von A ist die Linearkombination der Kofaktoren von A zu allen
Positionen in einer beliebig gewdhlten Zeile oder Spalte mit den an diesen Positionen
befindlichen Eintrdgen von A als Koeffizienten; in Formeln.

det(A) = Z a;;(—1)77 det(Ay) ( Entwicklung nach der i-ten Zeile) ,
i=1 '

det(4) = Zaij(—l)"‘*j det(As;) (Entwicklung nach der j-ten Spalte)
i=1

wobei in der ersten Formel i die Numiner der ausgewihlten Zeile ist und in der zwei-
ten Formel § die Nummer der ausgewihlten Spalte. Mit dem Entwicklungssatz wird die
Berechnung der Determinante einer nxn-Matrix zuriickgefithrt auf die Berechnung der
Determinanten von maximal n Matrizen des Formats (n—1)x(n—1}. In der Praxis wahlt
man die Zeile oder Spalte, nach der die Determinante “entwickelt” wird, natiirlich so,
dass die Rechnungen méglichst einfach werden, dass also z.B. viele Nulleintrage in der
Zeile / Spalte stehen.

U den Entwicklungssatz zu beweisen, schreiben wir z.8. die j-te Spalte von A als Linear-
kombination 37, a;;e; der kanonischen Basisvektoren und ziehen die Linearkombination
aus der Determinante heraus: det(A) = .7 ai; det(;ﬁlvij), wobei Eij aus A entsteht,
indem man die j-te Spalte durch ¢; ersetzt. Durch j—1 Vertauschungen unmittelbar ne-
beneinander liegender Spalten und i—1 Vertauschungen unmittelbar iibereinander liegen-
der Zeiten in A bringt man die Position {4, 7}, aul der nun 1 eingetragen ist, in die
Position (1,1) und erhélt so die Matrix Izl\ij mit erster Spalte e; und mit der Restmatrix
Aq; als diagonaler Block in Zeilen und Spalten Nr. 2...7n. Nach 2) und 3} gilt dann
C‘tet(;gij) = (—z)iiprjwl det(ﬁl\ij) - (—1)1#“1. -1- det(Aij) .

Es gibt noch eine allgemeinere Version des Entwickiungssatzes, wobel man nach k fest
gewshlten Spalten (bzw. nach k fest gewihlten Zeilen) entwickeit (1 < k < 7). Man greift
dann auf alle moglichen Arten k& Zeilen heraus (bzw. k Spalten) und bildet das Produkt
der Determinante der durch die jeweils betrachteten k Spalten und & Zeilen gegebenen
k xk-Untermatrix (gebildet aus den Positionen, in denen sich diese Spalten und Zeilen
kreuzen) mit der Determinante der nach Streichen dieser Spalten und Zeilen verbleibenden
(n—k)x{n—k)-Restmatrix. Das Produkt wird noch multipliziert mit dem Vorzeichen (—1)
hoch Zah! der Vertauschungen benachbarter Spalten oder Zeilen, mit denen man die
kx k—Untermatrix in eine zur Diagonalen symmetrische Lage bringen kann, und dann ist
die Summe der mit diesen Vorzeichen verschenen Determinantenprodukte itber alle (})
Moglichkeiten aus 1 Spalten (bzw. Zeilen) & herauszugreifen, gleich der Determinante der
gegebenen nxn-Matrix. Dies ist der allgemeine Leplacesche Entwicklungssalz, der aber
mehr theoretische als praktische Bedeutung hat; deshalb unterlassen wir es, dafiir eine
Formel aufzuschreiben {die schwerer zu dekodieren wiire als die gegebene Beschreibung).

7) Es gibt eine — auf den ersten Blick iiberraschend einfache — Regel fir die Berechnung
der Determinante eines Produkts von zwei gleichformatigen quadratischen Matrizen:

o Determinanten-Produktsatz: Die Determinante des Produkts zweier (gleich-
formatiger, quadratischer) Matrizen A, B ist das Produkt-ihrer Determinanten,

det(AB) = det{A) - det(B).

Man sagt dazu auch: Die Determinantenfunktion ist multiplikativ auf R™" .
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Unmittelbare Folgerungen sind (mit & € N):

det(A¥) = (det(A)*, det(AB) = det(BA),
1 1

© det(A)’ (det{A))*"
det(CT'AC) = det(4),  wenn C invertierbar ist.

wenn A invertierbar ist,

det(A™") det(A™F) =

Die letzte Gleichung besagt, dass dhnliche Matrizen dieselbe Determinante hoben. Man
kann den Produktsatz aaf mehrere Arten beweisen, z.B. mit den in 3.3 eingefihrien
Elementarmatrizen AM;{r), A;;(s) und V;;, deren Multiplikation von links an A entspre-
chende Zeilenoperationen bei A bewirken. Aus 2) und 3) sieht man det(M;(r)) = r,
det{A;;(s)) = 1, det(Vi;) = —1 und daher det(#A) = det(F)det(A), wenn /£ irgend-
eine Flementarmatrix ist. Ist A invertierbar, so kann man A durch Zeilenoperationen
in die Einheitsmatrix transformieren, d.h. es gibt Elementarmatrizen Fi...., F, mit

FEp---EyA=1. Dann folgt
1 = det(I) =det{Fy - EyA) = det{Ey) - ... - det(F£y) - det(A)

det(B) = det(IB) = det(£, --- L AB) = det(£) - ... - det(E}) - det(AB),

also det(B) = #(A) det( AR} . Ist aber A nicht invertierbar, so hat A eine Zeilen-Stufen-
Form mit einer Nullzeile, also ist det(A) = 0, und dieselben Zeilentransformationen,
welche diese Zeilen-Stufen-Matrix herstellen, ergeben bei Anwendung auf AB ebenfalls

eine Matrix mit Nullzeile, so dass auch det(AB) = 0 ist.

und

Eleganter ist der Beweis des Produktsatzes, wenn man die charakterisierenden Eigen-
schaften der Determinantenfunktion aus ihrer Definition benutzt. Man sieht sofort, dass
det(B) := det(AB) bei fester Matrix A eine antisymmetrische und multilineare Funktion
der Spalten von B ist. Aus dem friitheren Beweis der Eindeutigkeit der Determinanten-
funktion folgt dann schon det(B) = 5 - det(B) mit dem Faktor s = det(I) = det{4), d.h.
det(AB) = det(A) - det(B) .

Bei Verwendung der Notation |A| fir die Determinante von A4 erhalt der Produktsatz die
Form |AB| = |A}]|B/ eines Rechengesetzes fiir Betriige. (Aber die Determinante [A] ist
kein Betrag! Sie kann ja auch negative Werte annehmen.} m®

BEISPIELE (zur Determinantenberechnung);

I) Wir berechnen nochmals die Determinante der Telefon-Matrix, einmal mit Transfor-
mation auf Dreiecksform durch Zeilenoperationen,

123 1 2 3 1 2 3
456 =|0-3 -6;=1|0-3~-6|=1-(~3)-0=0,
789 0 —6 —12 0 0 0
einmal mit Entwicklung nach der ersten Zeile,
1t 23 i :
45 6| =100 020 o145 50 6.8)-2.(4.9-6.7)43-(48=5.7) = 0.
78 9 89 79 78

Die zweite Berechnungsart ist hier aufwendiger, weil man keine Nulleintrége in der Ma-
trix nutzen kann. Bei der ersten Berechnung hitte man auf die zweite Matrix auch den
Kéastchen-Satz anwenden kénnen und 1 - |i2 jgf = () als BErgebnis erhalten. Noch besser
wére es gewesen, gleich zu erkennen, dass die letzte Zeile dieser Matrix das 2-fache der
mittleren Zeile ist und daher die Determinante verschwindet,
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2) Wir berechnen die Determinante von

1 0 2 -1
3 -2 0 2
1 2-1 0
3 0 22

mit dem Entwicklungssatz. Es bietet sich die Entwicklung nach der zweiten Spalte ein,
wetl diese zwei Nulleingrige hat:
1 G 2 -1

3-2 0 2 102 -1 L 9 1
1 ~2 -1 0 = (_—2)(——1)2+2 1 -1 0 +2(ﬂ#1)3+2 30 2
3 0 2-2

Die beiden noch zu berechnenden Determinanten von 3x3-Matrizen kann man mit der
Sarrusschen Regel ausrechnen oder z.B. durch Entwickeln nach der zweiten Zeile:

. {1(“_]_)%1 R Mt s }
. {3(_1)%1 g :;|+2(w1)?+3 é 3 }

= =2 [(-1)(—4+2) + (D=2 + 3] -2+ [(=3) (-4 + 2) + (-2 (2 - )
=-2-2-1-2-[6+8 = -30.

3) Wir berechnen die Determinante der Matrix aus 2) nochmals, diesmal mit Transfor-
mation auf Dreiecksform durch Zeilen- und Spaltenoperationen. Zundchst addieren wir
die zweite zur dritten Zeile, subtrahieren die erste von der vierten Zeile und klammern
den Faktor —2 aus der zweiten Spalte aus (Letzteres muss man nicht tun; wir wollen aber
auch diese Spaltenoperation vorfithren),

1 0 2-1 1 0 2 -1
3-2 0 2 131 0 2
1 2—10“(_2)'404 2"
3 0 22 2.0 0 -1

dann addieren wir das Doppelie der letzten Spalte und das 8-fache der vorletzten zur
ersten Spalte,

5 0 2 -1 17 ¢ 2
T o2 e 015 2 =b e e )] =
0 0 0 -1 0 0 0-1

wobei wir im vorletzten Schritt die ersten beiden Spalten und die ersten beiden Zeilen
vertanscht und im letzten Schritt die Determinante als Produkt der Diagonaleintriige der
Dreiecksmatrix berechnet haben. Statt der beiden letzten Schritte hitten wir auch den
Kistchen-Satz anwenden kénnen und direkt {(—2)[(15- 1) - (~1)*] = —30 erhalten. a

Man sieht, dass man bei Determinantenberechnungen auf vielen verschiedenen Wegen
zum Ziel kommen kann. Das Bestreben ist stets, die Zeilen- und Spaltenoperationen o 2u
wiihlen, dass schon vorhandene Nulleintrige ausgenutzt werden, und auferdem so, dass
Briiche nach Maglichkeit gar nicht, oder erst méglichst spat in der Rechnung auftreten.
Das letzte Beispiel demonstriert, dass die Transformation der Matrix auf Dreiecksgestalt
mittels Zeilen- und Spaltenoperationen meist die einfachste Methode ist.
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Wir komimen nun zum Ausgangspunkt unserer Diskussion der Determinanten zuriick: Wir
hatten ja eine jeder quadratischen Matrix A zugeordnete und (verhaitnismaBig) einfach
zu berechnende Zahl det(A} gesucht, mit der man anhand des Kriteriums det(A4) # 0 die
Invertierbarkeit der Matrix leicht feststellen kann. Dass dieses [nvertierbarkeitskriterium
tatséchlich gilt, hatten wir im Prinzip schon im Beweis des Produktsatzes gezeigt: Wenn
Al existiert, so gilt 1 = det(I} = det(A4™!) = det(4) - det(A 1), also muss dann
det(A) #£ 0 sein. Wenn andererseits 4! nicht existiert, so lisst sich mit Zeilenoperationen
eine Zeilen-Stufen-Form aus A herstellen, die eine Nullzeile hat, also ist dann det{A) = 0.
Man kann mit Determinanten aber nicht nur die Invertierbarkeit von A priifen, sondern
auch explizite Formeln fiir die Eintrige von A~! und damit auch fiir die Losungen z =
A1 eines linearen Gleichungssystems Az == b angeben. Wir tun das in folgendem

SATZ (Determinante und inverse Matrix): Sei A eine nxn-Matriz. Dann gilt:

(i) Determinantenkriterium fiir Invertierbarkeit:
A invertierbar G det{A) # 0.

(ii) Cramersche Regel fiir die Inverse: Wenn sie existiert, so ist die Inverse A~
die transponierte Kofaktor-Matriz zu A dividiert durch die Determinante von A,

_ ) 1 oy I
Al = (bji) mit bji = m(ml) “det(Aij} fiﬂ‘ E,j ﬁl ..
(iii) Cramersche Regel fiir die Lésung von linearen Gleichungssystemen: Wenn
det{A) # 0 ist, so ist die eindeutige Losung z € R" des linearen Gleichungssystems
Ar =b zu b € R™ gegeben durch

“det(A mit j-ter Spalte ersetzt durch & .
Ti = ( 2 et (A) ) firji=1...n.

Wir erinnern daran, dass A;; die (n—1)x(n—1)-Restmatrix bezeichnet, die aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte entsteht; (~1)**7 det(A;;) heifit dann der
Kofaktor von A zur Position (7, j}, und dies ist laut (ii) gerade der Eintrag in Position
(,2) bei der inversen Matrix, wenn sie existiert. Die Regel (iii) sagt, dass die j-te Kom-
ponente des Losungsvektors der Quotient von zwei Determinanten ist, ndmlich det{A)
als Nenner (wenn # 0) und als Zahler die Determinante der Matrix, die aus A entsteht,
indem man die j-te Spalte von A ersetzt durch den Spaltenvektor der rechten Seiten des
Gleichungssystems.

213
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Den Beweis von (i) haben wir oben schon gegeben. (ii} folgt aus dem Entwicklungssatz
det(A) = S0, ai;{—1)"" det(Ay) . Ersetzt man in der Summe a;; durch ay; mit einer
Zeilenmummer h £ 4, so lauft das auf die Bildung der Determinante einer Matrix mit zwei
gleichen Zeilen hmaus, also hat die Summe dann den Wert Null. Somit gilt:

T

Z .(“1)i+j det(Aij) G — 1 fiirh= ‘l‘,
e T det(A) T 0 fiw h# 4,

d.h. fur die Matrix B = (b;) mit den in (ii) angegebenen Elntragen gilt AB = 1 und
damit (weil es sich um quadratische Matrizen handelt) B = A7, Die eindeutige Losung
z = A'bzu Az = b hat dann die Komponenten

;= ;E_:lbﬂbi == t(A Zb( 1)+ det(Ay) -
Die letzte Summe kann aber nach dem Entwicklungssatz aufgefasst werden als die Ent-
wicklung nach der j-ten: Spalte der Matrix, die aus A mit Ersetzen der j-ten Spalte durch
b entsteht, und das beweist (iii).

DISKUSSION: Die Cramersche Regel ist nicht geeignet zur Berechnung der inversen
Matrix oder der Losung eines quadratischen linearen Gieichungssystems — der Rechen-
aufwand ist viel zu groB! (AuBer der Determinante von A braucht man noch n weitere
Determinanten von nxn-Matrizen.) Die Bedeutung der Regel liegt vielmehr darin, dass
sie Strukturaussagen iiber die Abhéngigkeit der Inversen A*1 bzw. der Losung zu A:c =b
von den Eintrigen der quadratischen Matrix A = (a;;) und der Spalte b der rechten Seiten
erlaubt.

Da beim Gaufschen Eliminationsverfahren nur die Grundrechenarten angewendet werden,
ist von vorneherein klar, dass die Eintrige von A™! rationale Funktionen der Eintrége von
A sind. Die Cramersche Regel zeigt nun, dass man bei diesen rationalen Funktionen die
Determinantenfunktion als Hauptnenner verwenden kann. Genauer sind die Eintrage von
A1 homogene Polynomfunktionen des Grades n—1 in den Bintrigen a;; von A mit gan-
zen Koeffizienten dividiert durch die homogene Polynomfunktion det(A) des Grades n.
Und die Komponenten des Losungsvektors £ = A71b sind homogene Polynomfunktionen
des Grades n in den Eintrigen a; vori A und b von b dividiert durch det(A4). (Eine
Funktion von mehreren Variablen heifit Polynomfunktion won mehreren Verdnderlichen,
wenn sie sich als Linearkombination von Produkten dieser Variablen schreiben lafit, wo-
bei die Variablen in den Produkten auch mehrfach, also in Potenzen, auftreten diirfen.
Kommen dabei immer nur Produkte mit derselben Zahl k& von Faktoren vor, so heifit die
Polynomfunktion homogen vom Grad k. )

Fiir Matrizen mit gonzen Zahlen als Eintragen folgt aus der Cramerschen Regel insbeson-
dere:

o Hat A € R™* ganzzahlige Eintrige, so ist auch die Determinante ¢ = det(A)
eine ganze Zahl, und wenn g # 0 ist, so sind alle Fintrige von A~ als Briiche
mit ganzem Zihler und mil Nenner ¢ darstellbar; dasselbe gilt dann auch fir die
Komponenten der Lésung x zu Az = b, wenn auch b nur ganzzahlige Eintrdge hat.

o Hat A ganzzahlige Eintrige und Determinante det{A) = &1, so hat auch A~
ganzzohlige Eintrige, und wenn alle Komponenten von b ganzzahlig sind, so hal
auch die Lésung x zu Az = b lauter ganzzahlige Komponenten. ' [
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Eine (auch fiir die Okonomie) wichtige Anwendung des Determinantenkriteriums fiir In-
vertierbarkeit von quadratischen Matrizen besteht in der Bestimmung der Eigenwerte
einer quadratischen Matrix. Hierunter versteht man Folgendes:

DEFINITION, Eine Zahl A heifit Eigenwert einer nxn-Matrix A (bzw. des zugehori-
gen linearen Operators L:R™ — R", L(z) = Az ), wenn es einen Vektor 0 # z € R™ gibt
mit Az = Az, d.h. z wird bei Multiplikation mit der Matrix A {bzw. bei Anwendung des
linearen Operators L) bis auf den Faktor A reprodugziert. Jeder solche Vektor z # 0 heifit
dann ein Eigenvektor von A (bzw. von L) zum Eigenwert A. |

DISKUSSION: 1) Die Begrifle “Eigenvektor” und “Eigenwert” sind nur bei quadrati-
schen Matrizen erklart. Ist A nicht quadratisch, so hat der Vektor Az ein anderes Format
als x, also ist eine Gleichung der Form Az = Az unsinnig! (A ist der kleine griechische
Buchstabe “Lambda” und fiir Eigenwerte eine {ibliche Bezeichnung wie auch der kleine
griechische Buchstabe “Mu” pu. )

2) Die Bedingung z # 0 fiir Eigenvektoren ist ntig, weil Az = Az ja fiir jede Zahl A stets
die triviale Losung z = 0 € R™ hat (wenn A € R™*™). Wir sind hier aber an nichttrivialen
Lisungen der Gleichung Ax = Ar interessiert, und nur diese heifien “Eigenvektoren” und
nur die Zahlen A, zu denen Eigenvektoren existieren, “Eigenwerte”. Es stellt sich heraus,
dass Az = Az fir die meisten Zahlen A nur die triviale Losung hat. Nur fir endlich
viele “Ausnahmezahlen” A gibt es eine nichttriviale Losung dieser Gleichung, und diese
Ausnahmen sind gerade die Eigenwerte von A. m

BEISPIELE (von Figenwerten und Figenvektoren):

1) Fir die Finheitsmatriz I, sind alle 2 # 0 in R™ Eigenvektoren zum Eigenwert 1; denn
es gilt ja L,z = x. Von 1 verschiedene Eigenwerte gibt es nicht (da aus [,z = Az folgt
z == Az und daher A = 1, wenn z nicht lauter Nullkompoenenten hat).

2) Skalare Matrizen A = 51, erfiillen Ar = sz fiir alle z, also ist A = s ihr einziger
Eigenwert, und alle z +# 0 sind Eigenvektoren.

3) Diagonalmatrizen D haben genau ihre Diagonaleinirige dy,...,d, als Eigenwerte;
denn fiir den Spaltenvektor = = {z1,...,2,) ist Dz der Spaltenvektor (dyuy,...,d,2z,),
und dies ist gleich Az = (Azy,...,Az,), mur wenn A = d; ist fiir mindestens ein j oder

wenn alle z; = 0 sind. Fiir den i-ten kanonischen Basisvektor gilt De; = die;, also ist
er ein Eigenvektor von D und d; der zugehorige Eigenwert. Allgemeiner sieht man, dass
Dz = Az genan dann gilt, wenn d; = A gilt fiir alle j mit z; # 0. Falls also alle Diago-
naleintrige verschieden sind, so sind nur die kanonischen Basisvektoren und Vielfache
davon (# 0} Eigenvektoren zu D. Sind aber mehrere Diagonaleintriige gleich, so sind alle
Linearkombinationen (£ 0) der zugehdrigen kanonischen Basisvektoren Eigenvektoren.

4) A € R*™ hat den Eigenwert Null, genau wenn Az = 0 eine nichttriviale Lésung
besitzt, also genau wenn det(A) = 0 ist. Die nichttrivialen Losungen sind dann die Eigen-
vektoren zum Eigenwert A = 0.

5) Potenzen A* von A mit Exponenten k € N haben die Potenz \* als Eigenwert und z
als zugehdrigen Eigenvektor, wenn z Eigenvektor von A zum Eigenwert X ist; denn aus
Az = Az folgt AFz = AR 1(Az) = A () = MA* 'z = APAF 2 = ... = Mz, Wenn
A~1 existiert, so gilt das auch fiir negative ganze Exponenten; denn A*z = Mz ==
AR = ATRATR(AR) = AR AR\ ) = AR |
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FRAGE: Wie findet man die Eigenwerte einer nxn-Matrix A und wie die zugehorigen
Eigenvektoren 2 € R*7

Hierzu schreiben wir die Gleichung Az = Az um in der Form Az = Alz &= (AL—A)xr =0
und sehen, dass A genau dann ein Eigenwert ist, wenn das homogene Gleichungssystem
(M — A)z = 0 nichttriviale Lasungen hat (die dann die zu A gehdrenden Eigenvektoren
sind). Dies ist nun genau dann der Fall, wenn A micht invertierbar ist, also gemifl dem
Determinantenkriterium fiir (Nicht-)Invertierbarkeit genau dann, wenn det(Al — A) =0
ist. Nun wissen wir aber aus der Leibnizschen Formel, dass die Determinante einer nxn—
Matrix ein vom Grad n homogenes Polynom in den Matrixeintrégen ist. Bei der Matrix
{1 — A sind diese Eintriige —ay; fiir ¢ # j baw. £ — ay fir ¢ = j. Daher ist det(tI — A) als
Funktion der skalaren Variablen ¢ (bei fester Matrix A) eine Polynomfunktion vom Grad
héchstens n . (Der Grad ist tatséchiich genau gleich n ) Und die Eigenwerte A sind gerade
die Nullstellen dieser Polynomfunktion!

DEFINITION: Das charakteristische Polynom einer nxn-Matrix A ist die Poly-
nomfunktion vom Grad »

pa(t) = det(tll—A4) = "+ Cpat T Fatt .

SATZ: Die Eigenwerte von A sind genaw die Nullstellen A des charakteristischen Poly-
noms von A . (Es gibt also hichstens n FBigenwerte.) Die zu einem Figenwert A gehoren-
den Figenvektoren sind genau die nichitrivialen Lisungen © € R" des homogenen linearen
Gleichungssystems (M — A)z = 0. |

DISKUSSION: 1) Dass das charakteristische Polynom den Grad n und den fithrenden
Koefzienten ¢, — 1 hat, kann man aus der Leibnizschen Formel sehen. det(tl — A) ist
danach eine Linearkombination (mit Koefiizienten +1 und —1) von Produkten von » aus
verschiedenen Zeilen und Spalten der Matrix herausgegriffenen Eintragen t6;;—ai; - Nur ein
solches Produkt, namlich das Produkt der Diagonaleintrage (t—ayi)(t—aaz)-.. ot—lpn) =
t" +..., gibt einen Beitrag zur fithrenden Potenz .

2) Alle anderen auftretenden Produkte haben sogar zwei nichtdiagonale Eintrige, tragen
als hchstens zu Potenzen t* mit 0 < k < n—2 bei. Der Koeflizient ¢, | des charakteri-
stischen Polynoms vor £ ist daher derselbe wie bei (t — an)(t —as) ... {t - Q) =
t*—{a1y+aget. . . Fan)t" 1. .., und das ist gerade das Negative der Spur von A {Summe
der Diagonaleintrige). Auch den Koeffizienten ¢g des charakteristischen Polynoms kénnen
wir sofort angeben, er ist ¢y = pa(0) = det(0I — A) = det(—A) = (—1)" det(A) . (Im letz-
ten Schritt haben wir aus n Spalten den Faktor —1 herausgezogen!) Wir haben damit
folgende genauere Information iiber die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms:

palt) = t* —Spur(A)t"' + Crat™ 2 et (=) det(A)
Speziell bei 2x2-Matrizen A = (22) ist

palt) = t* —Spur(A)t +det(A) = £ — (at+d)t + (ad—bc}

was man natiirlich auch direkt durch Berechnung der Determinante det(tl — A) =
e bl (t-a)(t—d) —bc erhilt, |
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3) Es ist auch bekannt, wie man die anderen Koeffizienten des charakteristischen Poly-
noms pa(t) im Fall n > 2 berechnet: (—1)%¢,_j ist die Summe aller sog. k-Hauptminoren
von A, d.h. der Determinanten aller kxk—Matrizen, die man aus A durch Streichen von
n—k Zeilen und n—k Spalten mit denselben Nummern wie die Zeilen erhalten kann. (Diese
kxk-Untermatrizen liegen also symmetrisch zur Diagonalen von A; wenn die Nummern
der gestrichenen Spalten nicht alle mit denen der gestrichenen Zeilen dbereinstimmen,
so nennt man die Determinante der kxk—Restmatrix einen k-Nebenminor von A.) Der
Beweis kann gefiihrt werden, indem man det({l — A) als Funktion der Spalten te; —a; von
t1— A auffasst und die Differenz sowie den Faktor ¢ aus jeder Zeile herauszieht. Man findet
so, dass der Koeffizient von ** die Summe der Determinanten aller Matrizen ist, die aus
—A mit Ersetzen von n—k Spalten durch die entsprechenden Spalten der Einheitsmatrix
hervorgehen, und diese Determinanten sind — bis auf den Faktor (—1)* — gerade die k—
Hauptminoren. Letzteres sieht man nach geeigneten Zeilen- und Spaltenvertauschungen
mit dem Késtchensatz fiir die Determinantenberechnung.

4} Nicht jede nxn—Matriz hat einen reellen Eigenwert, weil nicht jede Polynomfunktion
eine reelle Nullstelle hat. Zum Beispiel ist fiir 4 = (?“é) das charakteristische Palynom
pa(t) = t* + 1 chne Nullstelie in R. Geometrisch beschreibt A eine 90°-Drehung in der
Ebene RB?, und es ist auch anschaulich klar, dass dabei kein Vektor # 0 auf ein Vielfaches
von sich selbst abgebildet wird. Da aber jede Polynomfunktion von ungeradem Grad eine
Nullstelle auf R hat (z.B. wegen des Zwischenwertsatzes), gilt andereseits:

o Ist n ungerade, so hat jede nxn—Matriz A mindestens einen reellen Figenwert,

Dies ist iibrigens die algebraische Erklirung dafiir, warum Drehungen im R? (anders als
in R? oder auch R*) stets eine Achse festlassen.

5) Dem Fehlen von Figenwerten kann man abhelfen, indem man kompleze Eigenwerte
A € Czuldsst, d.h. komplexe Nullstellen des charakteristischen Polynoms p4(2) . Im Kom-
plexen gilt der Fundamentalsatz der Algebra, wonach jedes Polynom vom Grad n genau n
Nullstellen hat, wenn man jede mit ihrer Vielfachheit zihlt. Somit hat jede nxn—Matrix
auch genau n Eigenwerte A im Bereich C 5 R der komplexen Zahlen, wenn man jeden mit
seiner Nullstellenvielfachheit beim charakteristischen Polynom z#hlt. Um zu A gehoérende
Eigenvektoren zu finden, also nichttriviale Lésungen r zu (Al — A)x = 0, muss man dann
natiirlich auch n-gliedrige Vektoren z mit komplexen Zahlen als Komponenten zulassen
(wenm A nicht reell ist).

- Sind Aq,..., A, die komplexen Eigenwerte, jeder mit seiner Vielfachheit aufgefiihrt, so
siecht man aus der Linearfaktorzerlegung des charakteristischen Polynoms p4(t) =
(t—A1) ...« (t = A,) durch Vergleich mit den in 2) angegebenen Koeffizienten:

o Die Summe aller (mit ihrer Vielfachheit aufgefihrten) komplezen Eigenwerte der
nxn-Matriz A st die Spur von A, ihr Produkt ist die Determinante von A.

Das gilt erst recht, wenn A € R™*" (zufillig) n reelle Eigenwerte hat (mit Vielfachheit). m

BEISPIELE: 1) Die Eigenwerte von Dreiecksmatrizen A = (a;;) € R™™ sind
gerade ihre Diagonaleintréige; denn hier ist ja auch ¢I — A Dreiecksmatrix, also pa(t) =
det(tI— A) das Produkt der Diagonaleintrige (¢—ay1)-... (¢t —any,), und dieses Polynom
hat genau die Nullstellen ay;. Die zum Eigenwert A = a;; gehorenden Eigenvektoren
bekommt man durch Auflésen des homogenen linearen Gleichungssystems (aul- A)z = 0
(die nichttrivialen Losungen sind die Eigenvektoren). Das ist hier auch einfach, weil dieses
Gleichungssystem ebenfalls Dreiecksform hat. Konkretes Beispiel:
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t6 1
0o 2 1 hat die Eigenwerte 1,2 und —1;
0 0 -1
Das Gleichungssystem fiir die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 ist:
0 G -1 Ty 0 =7 R r
0 -1 -1 zo | = [ 0] &= x:=0 ., Bigenvektoren: 0 | (r+#0);
¢ 0 2 Z3 0 T3 =0 0
das Gleichungssystem fiir die Eigenvektoren zum Eigenwert 2 lautet:
1 0 -1 T 0 z1 =20 0
0 0 -1 2o | = | 0 | <= m=s€R , Eigenvektoren: s | (s#0)
6 0 3 Z3 0 a3 =0 0
das Gleichungssystem fur die Eigenvektoren zum Eigenwert —1 ist schlieBlich:
-2 0 —1 4 0 T = —it —%t
0 -3 -1 z | = | 0] & =,=-5t , Eigenvektoren: —st | (t#0).
0 0 0 X3 0 rz=teR i

2) Die Eigenwerte einer Potenz A% von A € R™" gind genau die Potenzen A* aller
komplexen Eigenwerte A von A. (Diese Potenzen kénnen durchaus reell sein, auch wenn
\ nicht reell ist. Z.B. ist i = v/—1 eine nichtreelle komplexe Zahl, aber i* = —1 ist reell.)
Der Beweis kann am einfachsten gefiithrt werden, indem man das Problem fiber dem Zahl-
bereich € betrachtet, wo es auf den Fall von Dreiecksmatrizen riickgefiithrt werden kann.
Ist aber A Dreiecksmatrix, so auch A*, und die Diagonaleintriige, also die Eigenwerte, von
A* sind gerade die Potenzen {ay)* der Diagonaleintrige von A.

3) Nilpotente Matrizen N € R™" haben nur den Figenwert 0 (mit Vielfachheit n); denn
aus Nz — Az folgt N¥z = Mz und wegen der Nilpotenz ist N* = 0 fiir geniigend grofe
k. Man kann zeigen, dass auch umgekehrt jede nxn-Matrix mit n-fachem Eigenwert O
nilpotent ist.

4) Involutorische Matrizen A, d.h. A% =T, haben nur die Eigenwerte A = 1 oder A = —1,
da A? = 1 ist nach 3). Geometrisch gedeutet sind involutorische lineare Abbildungen
Spiegelungen. Die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 (und der Ursprung 0) entsprechen dabei
den Punkten des “Spiegels”, die unter der Abbildung auf sich setbst abgebildet werden.

5) Die transponierte Matriz hat dasselbe charakteristische Polynom wie A, also auch
dieselben Eigenwerte; denn es ist ja det({l — ATy = det((tI — A)T) = det(tI — A). Die
Bigenvektoren bei AT sind aber im Allgemeinen andere als bei A. '

6) Ein geschlossenes Leontief-Modell ist ein Input-Output-Modell (I— A)z = y (siehe 3.2
und 3.4 oben), in dem es zum Absatzvektor y = 0 eine Lésung z 0 mit lauter nichtnega-
tiven Komponenten gibt. Dies bedeutet, dass die gesamte Produktion fiir den endogenen
Input verwendet wird, Bei einem Unternehmen wiirde das nicht lange gut gehen, aber bei
einer Volkswirtschaft ist es denkbar. Wegen (I — A)z =0 <= Az = x ist ein Leontief-
Modell genau dann geschlossen, wenn die Produktionsmatrix A einen Eigenvektor zum
Eigenwert 1 mit lauter nichtnegativen Komponenten besitzt. Ist A positiv wie hier (d.h.
alle a;; > 0 und A chne Nullzeile), so gibt es iibrigens stets einen positiven Eigenwert
und einen zugehorigen Eigenvektor mit lauter pesitiven Komponenten. Dies garantiert
der sog. Satz von Perron& Frobenius, der in der Mathematik bewiesen wird. |



