3.5 Lineare Unabhingigkeit, Unterrdume und Basen

~ In diesem Abschnitt prazisieren und vertiefen wir einige fundamentale Konzepte der Li-
nearen Algebra. Diese Begriffshildungen sind fiir die mathematische Theorie zentral und
sie sind auch niitzlich fiir das Versténdnis von einigen Skonomischen Problemstellungen,
insbesondere fiir die Lineare Optimierung (siche 3.6), die mit Hilfe der Linearen Algebra
mathematisch modelliert werden. Es handelt sich dabei um die linearen Unabhangigkeit
von Vektoren und wm parametrisierte lineare Scharen von Vektoren. Beide Konzepte sind
in einer speziellen Situation im Zusammenhang mit linearen Systemen von m Gleichungen
fiir n Unbekannte in 3.2 schon eingefithrt worden, wo wir von der maximalen Zahl [ der
(linear) unabhingigen Gleichungen des Gleichungssystems gesprochen hatten und von der
(n—1)-parametrigen Schar der Lsungen des homogenen Gleichungssystems bzw. von der
k-parametrigen linearen Schar der konsistenten rechten Seiten.

Die grundlegende und einfache Natur dieser Konzepte wird aber — wie oft in der Mathema-
tik — erst richtig deutlich, wenn man sich von der speziellen Situation 18st. Wir betrachten
daher statt des Zahlenraums R"* im Folgenden allgemeiner einen beliebigen Vektorraum
V iiber dem Zahlbereich R. (Man spricht hier auch von einem “reellen Vektorraum”. In
der Mathematik werden auch Vektorrdume iiber anderen Zahlbereichen behandelt, z.B.
komplexe Vektorrdume, bei denen der Zahlbereich C zugrunde liegt. Fiir Anwendungen
in der Okonomie ist diese grofiere Allgemeinheit aber nicht nétig.) Darunter versteht man
eine Menge V' mit einem ausgezeichneten Element 0, fiir deren Elemente u, v, w, ... eine
Summe u+v € V und die Vervielfachung rv € V mit Skalaren r € R erklért sind, derart
dass die grundlegenden Rechenregeln (Axiome) gelten, die wir in 3.3 fiir das Rechnen mit
(Spaiten-)Vektoren angegeben haben; das sind die Folgenden:

utv=vtu, (utv)+w=ut(v+w), v+0=v, utv =0 v = {-1)u,
lv=v, ow=0, r(sv)=(rs)v, {r+sjv=rv+sv, r{utv)=rutrv

Die Elemente von V nennt man dann “Vektoren”, das ausgezeichnete Element 0 den “Null-
vektor”. Es ist hierbei irrelevant, wie die Elemente von V' genau definiert sind, sondern es
kommt nur darauf an, nach welchen Regeln man mit ihnen rechnet. Wer aber eine konkre-
te Situation leichter verstindlich findet, kann sich im Folgenden unter den Vektorréumen
V,W,... einfach Zahlenrdume R™,R™, ... mit den aus 3.3 bekannten “komponentenwei-
sen” Rechenoperationen vorstellen.

Zu den Vektorrgumen V,W,... gehdren die Abbildungen 7:V — W dazwischen, die
mit den Rechenoperationen vertréglich sind, d.h. die Gleichungen T(u+v) = T(u)+T(v)
und T(rv) = »T'(v) gelten fiir alle u,v € V und r € R (wobei auf der linken Seite der
Gleichung jeweils die Rechenoperation in V' ausgefithrt wird und suf der rechten Seite die
Operation in W). Eine solche Abbildung 7' eines Vektorraums V' in einen (anderen oder
denselben) Vektorraum W nennt men lineare Abbildung oder linearer Operator.
Eine unmittelbare Folgerung ist T(0) = 0 (links der Nullvektor in V, rechts der in W).
In der speziellen Situation V = R"®, W = R™ haben wir lineare Operatoren schon in
3.3 betrachtet und gezeigt, dass sie sich durch m x n-Matrizen A beschreiben lassen in
der Form T(x) = Ax fiir (Spalten—)Vektoren x € R™ Ein linearer Operator ist also
in dieser Situation einfach eine Matrix, bzw. genauer gesagt, die Multiplikation einer
{festen) Matrix von links an einen (variablen) Spaltenvektor. In der allgemeinen Situation
von beliebigen Vektorriiumen sind die linearen Abbildungen die Objekte, die den Matrizen
entsprechen.
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Fin Vorteil, den die Entwicklung der linearen Algebra im Rahmen von allgemeinen Vek-
torrsumen und linearen Abbildungen bietet, ist die Einfachheit und bessere Verstandlich-
keit der grundlegenden Konzepte. Ein weiterer Vorteil ist, dass alle abgeleiteten Rechen-
operationen und Folgerungen, die man in diesem allgemeinen Rahmen herleiten kann,
automatisch auch in jeder konkreten Situation anwendbar sind, in der die grundlegenden
Rechenregeln gelten. Diese konkreten Situationen kannen ganz unterschiedlich aussehen
und betreffen z.B. das Rechnen mit Vektoren in R", oder mit Matrizen eines festen For-
mats m X n, oder mit reellen Funktionen auf einem gemeinsamen Definitionsbereich, . ..

Eine abgeleitete Rechenoperation ist z.13. die Bildung der Differenz u—v = u+(~1)v €V
von Vektoren w,v in einem Vektorraum V. Eine andere ist die Bildung der Summe
Z?:l v; = vy +vpt ..ty € Vovon beliebig (endlich) vielen Vektoren v; € V, die nicht
von der Reihenfolge und Klammerung der Summanden abhingt. Fiir das Thema dieses

Abschnitts besonders wichtig ist die Moglichkeit der Bildung der Linearkombination

von endlich vielen Vektoren vy, ..., v €V mit Koeflizienten ry,.... 7% € R, also der Sum-
me der Vielfachen r;v; der Vektoren vj,
k
ervj :T1U1+T2®2+...*}—T;€Ukev (’Uj eV, ?"jE]Rﬁh‘ji 1}6)
j=1

[ineare Abbildungen T:V — W zwischen Vektorrdumen sind dann automatisch auch
mit dieser abgeleiteten Rechenoperation vertriglich, d.h. man kann die Linearkombina-
tionsbildung “herausziehen” im Sinne von

k : k
T(Z'ﬁf“j’t}j) = ZT’jT(T}j) .
j=1 =1
Das intuitive Konzept, dass gewisse Vektoren v € V durch gegebene Vektoren vy,..., 0k

“ausgedriickt” werden konnen (oder auch nicht), kann man mit dem Begriff der Linear-
kombination nun prizise fassen wie folgt:

DEFINITION: (i) Wir sagen, dass ein Vektor v durch gegebene Vektoren vy, ...,
des Vektorraums V linear ausgedriickt werden kann (oder dass v von den Vektoren

v, .., U linear abhingig ist), wenn er sich als Linearkombination v = E?:l ryu; dar-
stellen lisst (mit geeigneter Wahl der Koeffizienten ;)
(i) Die Vektoren vi,..., ve €V heiflen linear unabhingig (voneinander), wenn keiner

von ihnen durch die anderen linear ausgedriickt werden kann. (Im Fall k=1 heifit der eine
Vektor vy linear unabhéngig in ¥, wenn er nicht der Nullvektor ist.) Andernfalls heiflen

die Vektoren linear abhéngig. B
DISKUSSION: (1) Es gibt verschiedene dquivalente Beschreibungen der linearen Un-
abhéngigkeit von Vektoren vy,...,vx im Vektorraum V: '
e Keiner der Vektoren v, ist Linearkombination der vorangehenden vy,..., i 1.
e Der Nullvekior ist aus vy, ..., v nur auf triviale Weise linear kombinierbar, d.h.
Uy R Tels L+ TRl = 0 gilt nur, wenn T, =Ty = .. =T = 0.

o Die Koeffizienten von Linearkombinationen der v; sind eindeutig bestimmi, d.h. aus
Py oty AL TR = S1UpH St . SEUk folgt 71 =81, 79 =89, ..., 7% = Sk.
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Aus der linearen Unabhingigkeit von vy, ..., v, gemid der Definition folgt offenbar die
erste Aussage; denn kann man keinen der Vektoren v; durch die anderen vy, j # 4, aus-
driicken, so erst recht nicht durch die vorangehenden vy, ..., v;—1. Aus der ersten Aussage
folgt die zweite; denn hétte man eine nichftriviale Linearkombination 0 = Z?:ﬂ’j”}':
also r; # 0 fiir einen gréften Index 4 und somit rjpq = ... = 1, = 0 # 73, so kdnnte
man durch Division mit r; und Auflésung nach v; den Vektor v; — Z;.;ll(—g-)vj durch
die vorangehenden Vektoren vy,...,v; 1 linear ausdriicken. Die dritte Aussage folgt aus
der zweiten durch Differenzbildung 0 = Z?ﬂ(sj—rj)vj. SchiieBlich folgt aus der dritten

Aussage die lineare Unabhéngigkeit von vy,...,v; wie definiert, weil insbesondere eine

(2) Eine triviale Beobachtung, die sich unmittelbar aus der Definition ergibt, ist folgende:

s Fntfernt man aus einem System linear unabhdngiger Vektoren einen oder mehrere
Vektoren, so ist das verkleinerte System erst recht linear unobhdngig.

o Nimmi man zu einem System linear abhdngiger Vektoren in V weilere Vektoren aus
V' hinzu, so ist das vergréferte System erst recht linear abhdngig.

{8) Rechenkriterium fiir lineare (Un-)Abhiingigkeit in R™:

e Die Vektoren vy, ...,v, € R® sind linear unabhdngig, genau wenn das homogene
lineare Gleichungssystem Ax = 0 mit der aus den Spalten v; zusammengestelllen
n X k-Matriz A= (vyv2 ... vy) nur die triviale Lisung x = 0 € R hat.

Das ist mit (1) klar, weil Ax nichts anderes ist als die Linearkombination zivi+4-... +2pvs
der Vektoren v; mit den Komponenten z; des Vektors x ¢ R* als Koeffizienten. Die
Uberpriifung der linearen Unabbh#ngigkeit bzw. Abhéngigkeit von gegebenen Vektoren in
R™ ist damit zuriickgefithrt auf die Losung eines homogenen linearen Gleichungssystems:
Hat es nur eine Losung, nidmlich die triviale Losung x = 0, so sind die Vektoren linear
unabhingig; gibt es aber mehrere Losungen, ndmlich eine unendliche lineare Losungsschar,
so sind die Vektoren linear abhingig.

Dra weniger als & homogene lineare Gleichungen fiir & Unbekannte gem#8 3.2 imymer nicht-
triviale Losungen haben, ist eine unmittelbare Konsequenz:

o Mehr als n Vektoren aus R™ sind immer linear abhdngig.

Fiir k < n dagegen gibt es viele Systeme von k linear unabhéngigen Vektoren in R™. Zum
Beispiel kénnen wir aus den kanonischen Basisvektoren ey, ..., ¢, einfach k verschiedene
auswihlen (siehe die folgenden Beispiele).

(4) Die Lisung des linearen Gleichungssystems aus (3) bewerkstelligt man geméf 3.2
durch Herstellung der Zeilen-Stufen-Form der Koeffizientenmatrix A € R™** mit Zeilen-
operationen. Solche Operationen erhalten die Losungsmenge von Az = 0, also die lineare
(Un-)abhéngigkeit der Spalten von A. Letzteres gilt aber auch fiir Spaltenoperationen
mit A; denn diese laufen bei der Matrix A = (v vs ... vy) darauf hinaus, dass man zwei
der Spaltenvektoren vy, v; (i % j) vertauscht, oder einen Spaltenvektor v; ersetzt durch
rv; mit r € Ryg, oder v; ersetzt durch v;+v; (bzw. durch v; 4 sv; bei einer Kombination
der beiden letzten Operationen). Solche Operationen dndern aber offenbar nichts an der
linearen Abhingigkeit oder Unabhingigkeit der Vektoren wy,...,v;. Daher ergibt sich
folgendes
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offcktiveres Rechenkriterinm fiir lineare (Un~)Abhiingigkeit in R™:

o Zeilen— und Spaltenoperationen bei einer Matriz dndern nichts an der linearen
Abhingigkeit bzw. Unabhingigkeit threr Spaltenvektoren.

o Die Vektoren vy, vs, ..., v (k < n) sind genau dann linear unabhdngig in R®, wenn
man die Matriz A = (vivg ..., v,) mit den Spalten v, durch Zeilenoperalionen
und / oder Spaltenoperationen auf eine Form bringen kann, deren erste k Zeilen
cine Dreiecksmatriz ohne Nullen auf der Diagonalen bilden.

o Die Vektoren vi,va, ...,V sind gencu dann linear abhingig in R", wenn man ous
der Matriz A= (vyve ..., v;) durch Zeilenoperationen und/oder Spaltenoperationen
eine Matriz mit einer Nullspalte bzw. mit mehr als n—k Nullzeilen erzeugen kann.

Um Missverstandnissen vorzubeugen, betonen wir, dass man aus der Erzeugung einer
einzigen Nullzeile nichts schlieBen kann, wenn n > %, und dass hier nur von Umformungen
der Koeffizientenmatrix A selbst durch Zeilen— oder Spaltenoperationen die Rede ist, nicht
otwa von der Umformung einer erweiterten Koeffizientenmatrix (Alb).

(5) Niitzlich fiir die Untersuchung von gegebener Vektoren in R™ auf lineare (Un-)
Abhangigkeit ist oft folgende Beobachtung;
o Sind die Vektoren v; (j = 1...k] linear abhingig in R", so gilt das auch fir die
Vektoren ¥; in R™™™, die aus den v; durch Streichen von m Komponenten mat
vorgegebenen Positionen entstehen.

o Sind die Vektoren v, (j=1...k) linear unabhingig in R”, so gilt das auch fiir die
Vektoren ©; in R™™, die aus den v; durch Hinzufiigen won m Komponenten mit
vorgegebenen Positionen und beliebigen Eintrdgen (bei jedem T; )} entstehen.

Die erste Aussage ist klar, weil eine Linearkombination des Nullvektors in R™ nach Strei-
chen von m Komponenten (in denselben Positionen bei allen Vektoren) eine nichttriviale
Linearkombination des Nullvektors in R"™™ ist. Die zweite folgt aus der ersten, indem
man die hinzugefiigten Komponenten wieder streicht. Kann man z.B. in der n x k-Matrix
A = (vy ... vg) eine k x k—Untermatrix A finden, die linear unabhéngige Spalten in R*
hat, so sind auch die Spalten v; der Matrix A selbst linear unabhéngig in R™ (weil sie
durch Hinzufiigen von Kompenenten zu den Spalten der Untermatrix entstehen).

(6) Da geméif 3.4 das homogene lineare Gieichungssystem Ax =0 genau dann nur trivial
l6sbar ist, wenn die k x k-Matrix A invertierbar ist, wenm also det(ﬁ) # 0 ist, kénnen wir
aus (3) und (5) folgendes Determinantenkriterium fiir lineare (Un~)Abhéngigkeit
von Vektoren in R™ folgern:

e Die Vektoren vy, va,..., U sind linear unabhdngig in R®, wenn die Matriz A =
(vivy ... vy) mit den Spallen v; eine (durch. Streichen von n—k beliebigen Zeilen

in A entstandene) k x k-Untermalriz A mit det(g) #+ 0 besitzl.

o Haben aber alle derartigen k x k-Untermatrizen von A Determinante 0, 80 sind
die Vektorem vy, va, ..., vy sind linear abhingig in K"

Die erste Aussage ist klar, weil eben Ax = 0 nur die triviale Lésung hat, wenn det(ﬁ) £0
ist, und weil aus der linearen Unabhingigkeit der Spalten von A die der durch Kompo-
nentenhinzufiigung entstehenden Spalten von A folgt. Die zweite Aussage gilt, weil man
i Fall der linearen Abhingigkeit von w,...,v durch Spaltenoperationen bei A eine
Matrix B mit Nullspalte herstellen kann; dann haben auch alle k x k—Untermaitrizen von
B eine Nulispalte also Determinante 0, und da Spaltenoperationei die Determinante nicht
sindern, gilt das auch fiir alle k x k-Untermatrizen der urspriinglichen Matrix A.
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Das Determinantenkriterium fiir lineare (Un-)abhéngigkeit ist eher von theoretischem In-
teresse und fir praktische Rechnungen im Allgemeinen zu aufwendig. SchlieBlich muss man
bei seiner Anwendung die Determinanten von allen (7) Untermatrizen des Formats & x k
berechnen, wenn man die lineare Abhiéngigkeit von vy, ..., v, verifizieren will. (Allerdings
gentigt eine einzige derartige Determinante zum Nachweis der linearen Unabhingigkeit —
wenn sie nimlich # 0 ausfillt!} Selbst im Fall k& = n, wo nur det(A) selbsi auszurechnen
ist, sind die Rechenverfahren in (3) und (4) im Allgemeinen weniger aufwendig.

(7) Eine theoretische Folgerung, die man aus dem Determinantenkriterium ziehen kann,
ist zum Beispiel: Lineare Unabhingighkeit ist bei k < n Vektoren in R™ der Normalfall in
dem Sinne, dass eine beliebig kleine Sérung der Vektoren zu einem linear unabhéngigen
System fihrt. Dazu addiert man zu den Spalten v; von A Vielfache se; der kanonischen
Basisvektoren e; von R™. Ist A die Untermatrix der ersten k Zeilen von A, so ist dann
A3l die entsprechende Untermatrix zu den Vektoren v;-+se;, und es gilt det(Aers}Ik)% 0
fir alle Zahlen s € R bis auf endlich viele (weil die Determinante eine Polynomfunktion
des Parameters s € R ist, die ja nur endlich viele Nullstellen hat}, insbesondere also
firr alle Zahlen s € R von hinreichend kleinem Betrag. Man kann den “Normalfall” in
einem Sinne, der mathematisch prézisiert werden kann, auch so beschreiben: Wdhil man
k < n Vektoren zufdllig in R™, so sind sie mit Wahrscheinlichkeit 1 linear unabhdngig.

(8) Aus T(Z?:l riv;) = Z?:l r;T(v;) fur lineare Abbildungen 7:V — W gzwischen
Vektorrdumen liest man ab, dass die Bildvektoren T'(vi1),...,T{vs) genau dann linear
unabhéngig in W sind, wenn es keine nichttriviale Linearkombination v = Z?ﬂrjvj
gibt mit T(v) = 0. Gilt T(v) = 0 nur fir v = 0, so foigt also aus der linearen Un-
abhangigkeit der v; auch die der Bildvektoren. IFiir lineare Abbildungen ist die Eigenschaft
T(v)=0=>v = 0 dquivalent mit v # v = T(u) # T'(v}, d.h. verschiedene Vektoren
haben auch verschiedene Bilder. (Die Aquivalenz sieht man an T(u)—T(v) = T{(u—v).)
Solche Abbildungen nennt man injektiv, also kénnen wir sagen:

e Lineare Abbildungen T erhalten lineare Abhingigkeit von Vekloren, aber im Allge-
meinen nicht lineare Unabhingigkeil.

o [st aber T injektive lineare Abbildung [also T{v) == O nur fir v =10), so erhdlt T
auch lineare Unabhingigkeit.

{9) Die Definition der linearer Unabhangigkeit haben wir fir endliche Folgen vy, ..., v
von Vektoren in einem Vektorraum V formuliert. Sie ldsst sich aber ganz genau so fiir
unendiiche Folgen oder fiir beliebige Familien (v;);e; von Vektoren v; € V aussprechen,
die mit einer endlichen oder unendlichen Indexmenge J nummeriert sind. Dabei hat man
unter einer Linearkombination der v; immer eine Summe Zle r;0;, it beliebig (endlich}
vielen Summanden zu verstehen, wobei ji, ..., jp aus der Indexmenge J ausgewéhlt sind.
(Summen von unendlich vielen Vektoren sind im Rahmen der Linearen Algebra nicht
definierbar.}) Also ist (v;);er linear unabhéngig, genau wenn man kein v; durch endlich
viele v; mit j € J linear ausdriicken kann. Aquivalent ist, dass keine nichttriviale
Linearkombination (von endlich vielen) der v; den Nullvektor ergibt.

Im Zahlenraum R™ und allgemeiner in einem Vektorraum V endlicher Dimension n (s.u.),
ist die Betrachtung unendlicher Familien von Vektoren in der Definition der linearen
Unabhéngigkeit nicht sinnvoll, weil mehr als n Vektoren dann stets linear abhingig sind
(vgl (3) oben). Es gibt aber auch “griBere” Vektorrdume, die in der Mathemasik und auch
in einigen Anwendungen auf tkonomische Fragestellungen relevant sind und unendtiche
Systeme von linear unabhingigen Vektoren besitzen (siehe (5) der folgenden Beispiele). B
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BEISPIELE: (1) Ein einziger Vektor vin R® (oder in einem beliebigen Vektorraum)
ist linear unabhingig, genau wenn er nicht der Nullvektor ist. Das ist die Definition der
linearen Unabhingigkeit in diesem Fall, und mehy gibt es dazu nicht zu sagen.

(2) Zwei Vektoren v,w in R™ (oder in emem beliehigen Veltorraum) sind genau dann
linear abhingig, wenn einer der Vektoren ein Vielfaches des anderen ist, also v = rw oder
w = sv fir gewisse 7, s € R™. Das ist immer der Fall, wenn (mindestens) einer der beiden
Vektoren der Nullvektor ist (wegen ov = 0w = 0), und im anderen Fall isi bei linear
abhingigen Vekioren v, w jeder ein V ielfaches des anderen (wegen v = rw <= W == 1y
fiir 7 € Rp). Geometrisch hedeutet die lineare Unabhangigkeit von v, w, dass nicht beide
Vektoren auf derselben Geraden durch den Nullpunkt des R™ liegen.

Fine niitzliche Beobachtung ist, dass zwei linear abhdngige Vektoren u #+ 0 £ 0 in RY
Nulleinirige in denselben Positionen heben missen; damit kann man oft schon die li-
" neare Unabhingigkeit mit einem Blick auf die Nulleintriige der beiden Vektoren ablesen.
Auch fiir zwei beliebige Vektoren v,w in R™ lésst sich die lineare Abhingigkeit oft ohne
Rechnung “durch Hinsehen” feststellen: Man betrachtet eine Komponente v; # 0 von
(gibt es die nicht, so ist v = 0, also sind v,w linear abhéingig) und findet damit den
einzig moglichen Faktor s = w;/v;, fiir den w = sv gelten kann. Dann hat man noch
nachzupriifen, ob auch w; = sv; fiir alle Komponenten mit Nummern j # ¢ gilt mit
demselben Faktor s = w;/v;; falls ja, so gilt w = sv und w,w sind linear abhéngig, an-
dernfalls sind die beiden Vektoren linear unabhéngig. (Das Determinantenkriterium fiir
lineare Abhédngigkeit lautet hier iibrigens wv;w; — vW; £ 0 fir 1 <4< j <n und lanft
i Wesentlichen auf dieselbe Vorgehensweise hinaus.) So sind z.B.

1 1

1 /0N T ) o s

(2>, (m 4) linear unabhéngig in R* und g i, 51 linear unabhingig ir R”,

-1 _1
weil in ciner bestimmten Position jeweils ein Vektor einen Nulleintrag hat, der andere
aber nicht (und weil keiner der Vektoren der Nullvektor ist). Dagegen sind

1 1

(;), (_3) linear abhingig in B* und f)l o
V2 \7

_weil der zweite Vektor ein Vielfaches des ersten ist (bzw. der erste ein Vielfaches des
sweiten, wie man unmittelbar sicht. (Man findet den Vervielfachungsfaktor durch Blick
auf die obersten Eintrdge und priift fin die anderen Komponenten denselben Vervielfa-
chungsfaktor nach.) Bei zwei Vektoren, deren Fintrige Parameter enthalten, kann man
~mit denselben Methoden feststellen, fiir welche Wahlen der Parameter sie linear abhéngig
sind oder nicht. So sind in R? zwei allgemeine Vektoren

(?;), (Z) linear unabhingig, genau wenn ad — bc # 0 ist.

o oed

linear abhingig in RY,

[V

Das besagt hier das Determinantenkriterium, weil ad — he = det (‘:2) ist. Und

r 1
v={s], w=|2] sind linear abhiingig in R®, genau wenn r € R, 8 = 2r, { = 5r;
L 3

denn an den obersten Komponenten vy = v, wy = 1 sieht man, dass v = rw gelten
muss, wenn v iiberhaupt ein Vielfackes von w ist, und die Gleichungen s = 2r, t = 3r
bedeuten, dass dann auch v; = rw; fiir die Komponenten mit Nummern j = 2,3 gilt.
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(3) Bei 8 Vektoren in R™ karm man die lineare (Un—)Abh#ngigkeit im Allgemeinen
nicht mehr “durch Hinsehen” erkenmen, sondern muss zu einem Rechenverfahren grei-
fen. Natiirlich muss n > 3 sein, damit {iberhaupt 3 Vektoren in R™ linear unabhéngig sein
konnen! Man stellt also die Vektoren spaltenweise zu einer nx 3-Matrix A zusammen und
berechnet die Lésungen des homogenen Gleichungssystems Ax = 0 {nur triviale Lésung
<= lineare Unabhingigkeit). Oder man bringt A durch Zeilen- und /oder Spaltenope-
rationen in eine Form, an der man die lineare Abhéngigkeit bzw. Unabhingigkeit der
Spalten direkt ablesen kann, indem man z.B. eine 3 x 3-Untermatrix von Dreiecksgestalt
und ohne Nulleintrige auf der Diagonalen erzeugt (<= lineare Unabhéngigkeit) oder eine
Nullspalte (<= lineare Abhingigkeit). Geometrisch bedeutet lineare Unabhéngigkeit von
w,v,w € R, dass u # 0 ist, v nicht auf der durch w bestimmten Ursprungsgeraden liegt
und w nicht auf der durch u, v bestimmten Ebene durch den Ursprung 0 € R™.

Fiir die drei Vektoren (mit beliebigen Eintrigen r, st in der letsten Komponente)

1 2 3
R 10 11 o d
w= o= folw=|o in R*,
r 3 t

ergibt sich z.B. die folgende Matrix A = {u v w) und thre Umformung durch zwei
Zeilenoperationen und eine Spaltenvertauschung:

1 2 3 1 2 3 2 1 3
A= 10 1 . 1 0 1 . o1 1
267 0 0 -1 G 0 —1
r 8 t r s s r t

Zuletzt hat die Untermatrix der drei obersten Zeilen Dreiecksgestalt ohne Nulleintriige
- auf der Diagonalen, also sind u,v,w linear unabhingig. Andern wir bei w den Eintrag 7
ab zu 8 und bilden so den Vektor 10, so fithrt dieselbe Rechnung fiir w, v, w auf die Matrix

(2) i ? 2 1 3 21 3
B= ' mit 3 x 3-Untermatrizen B :=§ 0 1 1 |, B"=1 011

g 0 o0

s 71 0 00 5 r t

Hier ist die Untermatrix B’ der obersten 3 Zeilen von Dreiecksform mit einem Nullein-
trag auf der Diagonalen. Das heifit freilich noch nicht, dass die Vektoren u,v,@ in R?
linear abhingig sind, sondern eben nur die 3 Spalten dieser Untermatrix. Eine ande-
re 3 X 3-Untermatrix kiénnte aber unabhingige Spalten haben, und dann wéren auch
u, v, linear unabliéingig. Wegen der Nullzeile kommt als derartige Untermatrix einzig
die aus den Zeilen Nr. 1,2 und 4 zusammengestellte in Frage, die cben als Untermatyix
B" angegeben ist. (Die drei anderen 3 x 3-Untermatrizen haben eine Nullzeile und daher
linear abhéngige Spalten.) Mit Spaltenoperationen erzeugen wir bei dieser Untermatrix
(0,0,t—r—s) als letzte Spalte und mit Zeilen— und Spaltenvertauschung dann Folgendes:

Diese Dreiecksmatrix hat keinen Nulleintrag auf der Diagonalen,

10 0\  wemn t = r+g ist; in diesem Fall sind also u, v, w linear unabhéngig.
L2 0 Im Fall ¢t = r4+s dagegen hat diese Matrix und auch die 4 x 3-
v s t-r—s/ Matrix, die durch entsprechende Umformung ans B hervorgegan-

gen ist, eine Nullspalte, also sind dann u, v, @ linear abhéingig. Das-
selbe Ergebnis hédtte man durch Berechnung von det{B"} = 2(t—r—s) erhalten. Da die
anderen 3 x 3-Untermatrizen von B eine Nullzeile und damit Determinante ¢ haben, zeigt
das Determinantenkriterium, dass w,v,@w genau im Fall ¢ = r4-s linear abhiingig sind.
(Dann ist ibrigens w = u-v, was man auch direkt sehen kann.)
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(4) Analog iiberpriift man die lineare Unabhéngigkeit von k > 3 Vektoren in R™. Mit
wachsenden k,n wichst auch der Rechenaufwand. (k < n, sonst lineare Abhangigkeit!)

Relativ tbersichtlich ist noch der Fall von n Vektoren in R™. Hier besteht lineare Un-
abhéngigkeit, genau wenn die aus diesen Vektoren spaltenweise zusammengestellte rn x 7
Matrix invertierbar A ist; denn genmau dann ist das homogene System Ax = 0 von
n linearen Gleichungen fiir n Unbekannte ja nur trivial losbar. Der Tatsache, dass sich
an der linearen (Un-)Abhiingigkeit der Spalten dieser Matrix durch Zeilen— und Spal-
tenoperationen nichts dndert, entspricht, dass die Determinante bei solchen Operationen
héchstens um einen Faktor # 0 geiindert werden kann, also entweder vor und nach den
Operationen von Null verschieden ist oder vorher und nachher Null. Zur Uberpriifung der
linearen (Un-)Abhéngigkeit von n Vektoren in R” stehen damit alle Verfahren aus 3.4
zur Verfiigung, mit dem man die Tnvertierbarkeit von quadratischen Matrizen bzw. das
Nichtverschwinden ihrer Determinante feststellen kann.

Die n kanonischen Basisvektoren ey, ..., e, in R™ bilden das einfachste Beispiel eines Sy-
stems von n linear unabhingigen Vektoren in R™. Da die Vektoren e; mit = ¢ allesamt
Nulleintriige in i~ter Position haben, gilt das auch fiir jede Linearkombination dieser e;,
und deshalb kann der Vektor e;, der ja den Eintrag 1 in é-ter Position hat, nicht linear
ausgedriickt werden durch die ¢; mit j # ¢ Die Matrix mis den Spalten es,...,e, ist
nichts anderes als die n X n—Einheitsmatrix L, und die Invertierbarkeit dieser Matrix
(I:' = I, bzw. det(ll,) = 1 # 0) ist ein weiterer Nachweis der linearen Unabhéingigkeit
der kanonischen Basisvektoren, Natiirlich gibt es viele andere Systeme von n linear un-
abhingigen Vektoren in R", z.B. die Spalten einer beliebigen n X n—Dreiecksmatyix mit
Diagonaleintriigen # 0; denn die n Vektoren sind ja linear unabhangig in R”, genau wenn
sie die Spaiten einer invertierbaren n x n-Matrix sind. Alle Systeme von 7 linear abhangi-
gen Vektoren in R™ erhélt man analog, indem man die Spalten von nicht invertierbaren
n % n—Matrizen nimmt. Beispiele dafiir sind natiirlich weniger interessant; man kann ia
einfach alle n Vektoren als Nullvektor wihlen, oder als Vielfache eines festen Vektors,
oder den dritten als Summe der beiden ersten etc.

(8) Unendlich viele linear unabhdngige Vektoren gibt es z.B. im Vektorraum R* aller un-
endlichen reellen Zahlenfolgen {71, 75, .. .) mit mur endlich (aber beliebig) vielen Kintragen
7; # 0. Diese Folgen addiert und vervielfacht man genau so komponentenweise, wie man
es bei den n-gliedrigen Folgen (r1,...,7,) € R™ macht. In R™ hat man die kanonischen
Basisfolgen ¢;, die einen Eintrag 1 in 4-ter Position haben und sonst nur {unendlich viele)
Nulleintriige, Mit derselben Argumentation wie in (4) sieht man, dass keine Basisfolge ¢;
als Linearkombination von (endlich vielen) Basisfolgen e; mit j # ¢ dargestellt werden
kann, weil solche Linearkombinationen den Eintrag 0 in der +—ten Pasition haben.

Ein dquivalentes, aber vielleicht weniger “konstruiert” erscheinendes, Beispiel ist der
Raum P aller Polynomfunktionen p(x) = o O 1" L Fejz e einer reellen Va-
riablen = € R mit beliebigem Grad n und beliebigen Koeffizienten co,...,cn € R, ¢, #0
(auBer im Fall n = 0, wo auch ¢g = 0 erlaubt ist, so dass p die Nullfunktion ist). Die Po-
lynomfunktionen addiert und vervielfacht man wie iiblich “koeffizientenweise” und erhalt
o einen Vektorraum P. Darin haben wir als Vektoren insbesondere die Potenzfunktionen
pa(z) = 2™ fiir n € Ng (mit po(z) = 1 fiir alle z), und diese sind linear unabhingig.
Andernfalls kénnte man nimlich p, fiir ein n durch py, ..., pa_y linear ausdriicken, d.h.
Dp = Sp_1Pn_1+-..+53p1+80po ghlte mit gewissen Koeffizienten sp, 81, . ., 8n—1 € R. Dies
wiire aber eine fiir alle z &€ R giiltige algebraische Gleichung z™ = IR A SU B FE L -
und eine derartige Gleichung hat bekanntlich (siehe 1.2) hichstens n Losungen. B
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Wir kommen nun zum zweiten fundamentalen Begriff dieses Abschnitts, mit dem wir das
Konzept einer k—parametrigen linearen Schar v(r,...,7) von Vektoren in einem Vektor-
raum V prazise fassen. Die Linearitit der Schar bedeutet, dass R 3 r = (ry,...,7%) —
v(r) = v{ry,...,rx) € V eine lineare Abbildung ist, also mit der Bildung von Line-
arkombinationen vertauscht. Da r == Z?ﬂ?ﬂjej als Linearkombination der kanonischen

Basisvektoren e; des R* darstellbar ist, bedeutet das v{ry,...,m) = E?Zl r;v; mit den
Vektoren v; := v{e;) € V. Eine k—parametrige lineare Schar in V' ist also nichts an-
deres als die Bildung aller méglichen Linearkombinationen von k gegebenen Vektoren
vy, ...,v € V. Dabei muss man die lineare Parametrisierung, das ist die Abbildung
(PryevesTh) b= 2?21 r;v;, unterscheiden von dem hierdurch parametrisierten Unterraum
von V, das ist die Menge aller durch die Parametrisierung erfassten Vektorven aus V. Diese
Unterscheidung ist notig, weil verschiedene Parametrisierungen, d.h. verschiedene Wahlen
der Vektorfoige (vq,...,v,), denselben Unterraum parametrisieren kénnen. Diese Uberle-
gungen fithren letztlich zu folgender

DEFINITION: (i) Eine nichtleere Teilmenge U # 0 des Vektorraums V heifit ein
(linearer) Unterraum von V, wenn U/ den Nullvektor enthilt und mit je zwei Vektoren
u, % auch die Summe w4 sowie alle Vielfachen ru (r € R).

(ii} Sind vy,...,vx gegebene Vektoren im Vektorraum V), so heifit die Menge aller Linear-
kombinationen Ej?:l r;v; mit Koeffizienten 7q,..., 7, € R der von den Vektoren vy, ..., vk
aufgespannte Unterraum U/ und wird Span(vy,...,v;) oder Ruj+ ...+ Ry, notiert.
Man sagt auch, dass die Vektoren vs, ..., ein Erzeugendensystem des Unterraums U
bilden und dass die Abbildung B* 2 (rq,...,7r%) += E?Zl rv; € U eine k—-parametrige
lineare Parametrisierung des Unterraums UJ ist. - |

DISKUSSION und BEISPIELE: (1) Unterrdume von V sind insbesondere V' selbst
und der Nullraum {0}, der nur aus dem Nullvektor von V besteht. Die von V' verschie-
denen Unterrdume nennt man auch echte Unterrdume. Mit den Rechenoperationen
des Vektorraums V ist jeder Unterraum U wieder ein Vektorraum; denn Summen und
Vielfache von Vektoren aus U liegen ja per Delinition wieder im Unterraum U und die
grundlegenden Rechenregeln gelten fitr das Rechnen mit Vektoren aus I/ natiirlich auch,
da. sie ja sogar fiir das Rechnen in V Giiltigkeit haben. Mit Summen und Vielfachen
enthilt ein Unterraum auch beliebige Linearkombinationen seiner Vektoren.

(2) Die Menge U aller Linearkombinationen der Vektoren vy, ..., v, in (ii) ist tatsichlich
ein Unterraum von V; denn mit « = Zf’:i s;v; € Uund u = 2?21 t;v; € U sind auch
uta = Z?Zl(strtj)vj und ru = Z’;:}(rsj)vj fir alle » ¢ R Linearkombinatioxlen der
Vektoren v;, Da ein Unterraum alle Linearkombinationen seiner Vektoren enthalt, ist U
offenbar der kleinste Unterraum von V, in dem alle Vektoren wvq,..., v liegen. In der
Literatur sind neben den in (ii) angegebenen Benennungen und Notationen noch andere
verbreitet. So wird U auch als der von vy, ..., v erzeugte Unterraum oder als lineare Hiille

der Vektoren vy, ..., v bezeichnet und Lin{vy,..., vz} oder (vy,...,vs) notiert.

(3) Der Nullvektor 0 € V' erzeugt den Nuliraum {0} (dem man auch das leere Erzeu-
gendensystem formal zuordnet). Der von einem Vektor v # 0 aufgespannte Unterraum
Rv von V besteht aus allen Vielfachen rv (r € R) und wird eine Ursprungsgerade in V
genannt, weil er im Fall der “Zeichenebene” V' == R? oder des “Anschauungsraumes” eine
Gerade beschreibt, die durch den Ursprung (Nullvektor) verlduft. Zwei Vektoren v,w € V'
spannen dieselbe Ursprungsgerade Rov auf, wenn w ein Vielfaches von v ist und v # 0,
und eine sog. Ursprungsebene Rv + Rw in V, wenn v, w linear unabhéngig sind.
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(4) Ein Erzeugendensystem des n—dimensionalen Zahlenraums R™ ist z.B. die kanonische
Basis €1,...,e,; denn jeder Vektor x = (x1,...,7,) € R" ist ja Linearkombination x =

", zje; der kanonischen Basisvektoren. Ein Vektorraum V' heifit endlich erzeugt,
wenn er — wie R* — ein endliches Erzeugendensystem besitzt. Man kann dann zeigen
(s.1.), dass auch jeder Unterraum endlich erzeugt ist (von hochstens so vielen Vektoren,
wie man zur Erzeugung von V braucht). Daher lassen sich in diesem Falle alle Unterraume
von V in der Form Ru; + ... + Ru, beschreiben mit geeigneten Wahlen von k € Ny und

von vy, ..., us € V. Das gilt inshesondere fiir alle Unterrdame von R™,

(5) Mit jeder m x n—Matrix A sind zwei Unterrdume assozilert, namlich die Lésungs-
menge L € R* des homogenen Gleichungssystems Ax =0 und der Raum K C R™
der konsistenten rechten Seiten, also die Menge der Vektoren b € R™, fiir die Ax =b
léshar ist. Hat A dic Spaltenvektoren ay,...,a,, so gilt Ax = zja; +... + Tnay, daher
wird K von den Spaltenvektoren von A aufgespannt.

o Der Raum der konsistenten rechten Seiten zu A € R™™ ist der von den Spollen-
vektoren der Matriz A aufgespannte Unterraum von R™.

Die Lisungsmenge L hatten wir in 3.2 linear parametrisiert, indem wir die Nicht—
Basisvariablen einer Zeilen-Stufen-Form als Parameter gewiihlt hatten. Dies kann man
so beschreiben:

o Der Lisungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems Ax =0 wird aufge-
spannt von den Ldsungsvektoren, die man erhdlt, wenn man in emer Zeilen—Stufen—
Form von A jeweils einer der Nicht-Basisvariablen den Wert 1 zuweist und den
anderen Nicht-Basisvarioblen den Wert 0.

(6) Wir haben damit zwei verschiedene Moglichkeiten, Unterrume U von R™ zu be-
schreiben: Bei einer impliziten Darstellung des Unterraums wird I/ angegeben als
Lbsungsmenge eines homogenen linearen Gleichungssystems Ax = 0 fiir Unbekannte
x = {21,...,7,); bei einer parametrischen Darstellung des Unterraums gibt man
eine lineare Parametrisierung von U an oder, was auf dasselbe hinauslduft, ein Erzeu-
gendensystem ay, ..., a; von U. Mit Hilfe der Zeilen-Stufen—Form von A kann man, wie
gerade in (5) beschrieben, den Ubergang von einer impliziten zu einer parametrischen
Darstellung vollziehen.

Auch der umgekehrte Ubergang, also die Aufstellung eines homogenen linearen Glei-
chungssystems, das einen parametrisch gegebenen Unterraum als Losungsmenge hat, Idsst
sich mit der Zeilen-Stufen—Form erledigen. Dazu bildet man die n x k-Matrix A mit
den Vektoren a; des Erzeugendensystems von U als Spalten, erweitert sie zu {Alx)
durch eine Spalte x von Unbekannten und bringt sie durch Zeilenoperationen aul Zeilen—
Stufen—Form. Die Spalte der rechten Seiten der Zeilen-Stufen—Form hat dann Eintrége
£,(%) = cpi21 + ... + ChnTn mit linearen Funktionen £, deren Koeffizienten ¢, sich aus
den durchgefithrten Zeilenoperationen ergeben. Hat die Koeffizientenmatrix der Zeilen—
Stufen—Form [ Stufen und darunter n—! Nullzeilen, so sind die Gleichungen £(x) = 0
fiir h = I4+1...n Aquivalent damit, dass x eine zu A konsistente rechte Seite ist, also
ein Vektor im Unterraum I/ = Raj+...+Ra,. Damit ist I/ beschrieben als Losungs-
menge des homogenen linearen Gleichungssystems 5.7 | e = 0, ko= I+1... n. (Im Fall
[ = n ist jeder Vektor x € R" konsistent mit A, d.h. U ist dann der ganze Raum R"
selbst. Diesen kann man als Ldsungsmenge einer homogenen linearen Gleichung mit lauter
Nullkoeffizienten darstellen.)
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Fine einfachere Methode, zu einem parametrisch heschriebenen Unterraum U von R™ ein
homogenes lineares Gleichungssystem zu konstruieren, das U als Lasungsmenge hat, wer-
den wir spiter in diesemn Abschnitt beschreiben. Es sei noch darauf hingewiesen, dass we-
der die linearen Gleichungssysteme, noch die linearen Parametrisierungen / Erzeugenden-
systeme, die einen gegebenen Unterraum beschreiben, eindeutig bestimmt sind: Verschie-
dene homogene lineare Gleichungssysteme konnen dieselbe Lésungsmenge haben und ver-
schiedene Systeme von endlich vielen Vektoren denselben Unterraum aufspannen!

(7) Analog zu (5) sind mit jeder linearen Abbildung T:V — W zwischen Vektorrium-
en zwei Unterrdume assoziiert. Einer ist der sog. Kern oder Anullierungsraum von T,
notiert Kern(7) oder T71{0}; das ist die Menge aller Vektoren v € V' mit T'(v) = 0.
Der zweite ist das Bild der linearer Abbildung T, notiert Bild(T) oder T'(V), das ist
die Menge aller Werte T{v) € W, die T annimmt, wenn v den Definitionsbereich V
durchléuft. Mit Hilfe der Linearitit der Abbildung 7' priift man leicht nach, dass Kern{T)
ein Unterraum des Ausgangsraums V ist und Bild(7) ein Unterraum des Zielraums
W. Die Kerne und Bilder linearer Abbildungen verallgemeinern die in (5) mit Matrizen
assoziierten Unterrdume. Im Fall ¥V = R™ W = R™ und T(x) = Ax mit einer mxn-
Matrix A ist ndmlich Kern(T') der Losungsrawm des homogenen Gleichungssystems
Ax = 0 und Bild(T) der Raum der mit A konsistenten rechten Seiten.

Allgemeiner ist fiir jeden Unterraum U von V das Bild T(U) := {T{u) : w € U} des
Unterraums unter einer linearen Abbildung T:V ~» W wieder ein Unterraum von W,
und fiir jeden Unterraum U von W ist das Urbild T7'U = {v € V : T(v) ¢ 73!
ein Unterraum von V. Das folgt aus der Unterraum-Definition und der Deﬁmtion der
Linearitdt von Abbildungen auch sofort. Wir halten fest:

o Fir T:V — W linear ist das Bild T(U) jedes Unterraums U von V' ein Unterraum
von W und das Urbild T—1U jedes Unterraums U von W ein Unterraum von V.

o Das gilt insbesondere fir Bild(T) = T(V) C W und fiir Kern(T}=T"{0} C V.
Beziiglich der Wirkung von linearen Abblldungen T:V — W auf Erzengendensysteme
kénnen wir anhand der Gleichung T(EJ (TU;) = E?:} r;T(v;) folgende einfache Beob-
achtung machen: Wird der Unterraum [J aufgespannt von den Vektoren vy,...,v € V,
so bilden die Bildvekioren T'(v1),...,T(v) ein Erzeugendensystem im Bild T{U) C W.
Bin Erzeugendensystem des Zielraums W selbst bekommt man auf diese Weise aus ei-
nem Erzeugendensystem von V aber nur, wenn Bild(7") = W ist, d.h. wenn es zu jedem
we W ein v €V gibt mit w = T(v). Abbildungen mit dieser Eigenschaft nennt man
surjektiv (bzgl. des Zielranms W), so dass wir festhalten konnen:

e Fine lineare Abbildungen T:V — W fihrt ein gegebenes Evrzeugendensystem von
V in ein Brzeugendensysieme von W iiber, genou wenn sie sujekiiv ist.

(8) Die Losungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems Ax = b fir n
Unbekannte x = (23,...,2,) ist kein Unterraum von R"™, wenn wirkliche Inhomogenitét
vorliegt, wenn also der Vektor b der rechten Seiten nicht der Nullvektor ist. Dann ist
némlich die Lésungsmenge leer (der Inkonsistenzfall — damit muss man immer rechnen,
wenn das Gleichungssystem inhomogen ist!) oder sie enthélt jedenfalls nicht den Nullvek-
tor des R™. Da aber die Lésungsmenge M des inhomogenen Systems im Konsistenzfall in
der Form M = x, + L := {x,4+%x : x € L} beschrieben werden kann, wo [, die Lésungs-
menge des homogenen Systems Az = 0 ist und x, irgendeine {“spezielle”) Losung des
inhomogenen Systems, unterscheidet M sich von dem Unterraum L nur durch die Ver-
schiebung am einen festen Vektor x,. Geometrisch bedeutet dies, dass M parallel zu dem
Unterraum £ ist (aber nicht durch den Nullpunkt geht, wenn b # 0 bzw. x. € L).
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Eine Teilmenge M eines Vektorraums V, die durch Parallelverschiebung u = v-+u eines
Unterraums [/ von V um einen festen Vektor v € V' entsteht, d.h. es ist M = v + U=
{v4u : u € U}, heift affiner Unterraum (oder qffin-linearer Unterraum) von V. Dies
ist kein linearer Unterraum, abgesehen von dem Fall v € U, in dem M = U ist. Mit
dieser Terminologie kénnen wir nun sagen:
e Die Lisungsmenge eines beliebigen linearen Gleichungssystems fiir n Unbekannte
(homogen oder nicht) ist entweder leer oder ein affiner Unterraum von R"™, der zur
Lisungsmenge des zugehirigen homogenen Gleichungssystems parallel isi.

e Nur bei einem homogenen linearen Gleichungssystem ist die Losungsmenge ein li-
nearer Unterraum von R™; andernfalls ist sie leer oder ein nichileerer affiner Un-
terraum, der nicht den Nullvektor enthdll.

Geometrisch sind die affinen Unterriume v -- U beliebige, d.h. nicht unbedingt durch
den “Ursprung” 0 € V gehende Punkte, Geraden bzw. Ebenen, ... in V', wenn [/ der
Nullraum, eine Ursprungsgerade bzw. eine Ursprungsebene ... in V' ist. Man kann auch
den Inkonsistenzfall geometrisch verstehen: Eine einzelne lineare Gleichung {(x) = b fir
n Unbekannte beschreibt, wenn sie nicht schon in sich inkonsistent ist {d.h. die linke Seite
ist Null fiir alle x, aber die rechte Seite ist nicht Null), eine sog. affine Hyperebene Hin
R", d.h. eine Gerade in R?, eine Ebene in R3, einen 3-dimensionalen affinen Unterraum
in R* usw. (den Dimensionsbegriff erkléren wir gleich noch genauer). Die Losungsmenge
eines Systems von konsistenten linearen Gleichungen £;(x) = b;, ¢ = 1...m, ist nun der
Durchschnitt der entsprechenden Hyperebenen H;. Wenn z.B. zwei dieser Hyperebenen
parallel sind, aber nicht identisch, so schneiden sie sich gar nicht, und die Lésungsmenge
des Gleichungssystems ist leer. Dies ist die Situation, in der schon zwel der Gleichungen
im Widerspruch zueinander stehen. Allgemeiner liegt der Inkonsistenzfall vor, wenn fiir
ein i der Durchschnitt H, N ...N H;_; paraliel aber nicht identisch ist mit einem affinen
Unterranm von H;, so wie z.B. der Durchschnitt von zwei Ebenen in R® eine Gerade sein
kann, die eine dritte Ebene nicht schneidet.

Der obigen Feststellung, dass die Lésungsmenge eines linearen Gleichungssystems leer ist
oder ein affiner Unterraum, entspricht bei linearen Abbildungen T:V — W zwischen
allgemeinen Vektorrdumen die Aussage, dass das Urbild T-Hw} ={ve V : T(v) = w}
eines beliebigen Punktes w € W entweder leer ist (wenn némlich w ¢ Bild(T) ist) oder
ein zu Kern(T) paralleler affiner Unterraum von V' (n&mlich T-Hw} = v + Kern(T)
fiir jeden Vektor v € V mit T(v) = w). Allgemeiner gilt, dass die T-Urbilder afliner
Unterrdume von W affine Unterrdume von V sind und die 7~ Bilder affiner Unterréume
von V affine Unterriume von W. Dieser geometrischen Eigenschaft, dass sie “lincare
Mengen” wie Punkte, Geraden, Ebenen, ... in lineare Mengen (nicht unbedingt derseiben
Dimension) tiberfiihren, verdanken die “linearen” Abbildungen letztlich ihren Namen!

(9) Die Riume R* und P aus (5) der letsten Beispielserie sind nichi endlich erzeugte
Vektorrawme (man sagt auch Vektorrdume unendlicher Dimension), d.h. die Linearkom-
hinationen van endlich vielen gegebenen Vektoren erfassen nie alle Vektoren des Raumes.
7.B. sind die Linearkombinationen von endlich vielen Polynomen pi,...,px € P Poly-
nome von einem Grad, der héchstens so groff ist wie das Maximum m der Grade von
D1, .., D% also kann man kein Polynom p € P vom Grad > m als Linearkombination
von i, .. ., p darstellen. Bei unendlichdimensionalen Vektorrdumen V lassen sich nur die
endlich erzeugten Unterrdume in der Form Rui+... + Ry wie in (4) darstellen; es gibt
aber (sehr viel mehr) nicht endlich erzeugte Unterriume, die man (von wenigen Ausnah-
men abgesehen) nicht explizit durch lineare Parametrisierungen oder als Lésungsréume
zu homogenen linearen Gleichungssystemen beschreiben kann. [
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Ein Vektorraum oder Unterraum hat, wenn er endlich erzeugt und nicht der Nullraum ist,
viele verschiedene Erzeugendensysteme und Parametrisierungen. Beispielsweise erzeugen
201, U9, ..., und v;+svs, vs,...,v; offenbar denselben Unterraum wie vy,v9,... 0.
Natiirlich gibt es fiir jeden Raum auch Erzeugendensysteme mit unterschiedlich vielen
Vektoren bzw. lineare Parametrisierungen mit unterschiedlicher Anzahl von reellen Pa-
rametern. Fligt man ndmlich zu einem EFrzengendensystem eines Unterraums beliebige
Vektoren aus diesem Unterraum hinzu, so erhélt man offenbar wieder ein Frzeugen-
densystem dieses Unterraums. Daher stellt sich die Frage nach Parametrisierungen mit
der kleinstmoglichen Zahl von Parametern. Bei linearen Gleichungssystemen wollen wir
schlieBlich die allgemeine Losung auch nicht mit mehr Parametern beschreiben als notig.
Die Antwort liegt in der Verbindung von Erzeugendensystemen mit linearer Unabhéngig-
keit und fiihrt zur dritten grundlegenden Begriffsbildung dieses Abschnitts:

SATZ und DEFINITION: Fir jeden Vektorraum U/ (und insbesondere fir jeden Un-
terraum U eines Vektorraums V wie 2.B. V = R") sind folgende Aussagen tber eine
endliche Folge vy,. .., v, von Vektoren aus U dquivalent:

(i) wv1,...,% ist ein minimales Erzeugendensystem fir U;

(ii) wvy,...,% ist ein maximales System linear unabhingiger Vektoren in U;
(iii) v1,..., v, ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem fir U;

(iv) jeder Vektor uw € U ist eindeutige Linearkombination von vy, ..., v.

Hat die Folge diese Figenschaften, so heifit sie eine {endliche) Basis des Vektorraums U.
Eine Basis von U # {0} ezistiert genaw dann, wenn U ein endliches Erzeugendensystem
besitzt. Alle Basen von U haben dann dieselbe Anzahl k € N von Vekioren, und diese
Zahl wird die Dimension des Vektorraums U genanni und dimU notiert. (Fir den
Nullrawm vereinbar{ man noch dim{0} = C.} Ist U # {0} Unterraum eines endlich er-
zeugten Vektorraums V' (wie z.B. R™), so hat U eine Basis und es gilt diml < dimV,

Binige Worte zur Erklirung der hier verwendeten Terminologie: (i) besagt natiirlich,
dass man nach Entfernung eines Vektors aus wvy,..., v, nicht mehr jedes v € U/ als Li-
nearkombination der restlichen Vektoren darstellen kann. (ii} bedeutet, dass Hinzufiigen
eines eingigen Vektors aus IJ zu vy,...,v; schon die lineare Unabhéngigkeit zerstort. (iii)
ist selbsterkidrend. (iv) besagt erstens, dass jeder Vektor w € U als Linearkombination
U = Z?zl r;v; darstellbar ist, und zweitens, dass dies nur auf eine Weise moglich ist,
d.h. mit eindeutig bestimmten Koeffizienten r;. Die Vektoren u € U/ und die k-tupel
(r1,...,7%) € R* ihrer Koeffizienten bzgl. der Basis bestimmen sich daher gegenseitig.
[Das bedeutet letztlich, dass man in einem k—dimensonalen Vektorraum mit Basis genau
so rechnen kann wie mit Vektoren im Zahlenraum R*, und darin liegt die Bedeutung des
Basishegriffs! (Wir prizisieren diese Bemerkung weiter unten.)

Obwohl es fiir das Verstédndnis und die Anwendung des Satzes nicht nétig ist, wollen wir
auch einige Worte zum Beweis sagen, weil er einfach ist und letztlich auf Aussagen tiber
lineare Gleichungssysteme zurtickgefiithrt werden kann, die wir schon in 3.2 behandelt ha-
ben. Zunéchst ist (iii)<=>(iv) klar; denn die Erzeugungseigenschaft ist Aguivalent mit der
Darstellbarkeit © = Z?:l r;v; eines jeden Vektors uw € U und die lineare Unabhéngig-
keit ist dquivalent mit der Eindeutigkeit der Koeffizienten in jeder solchen Darstellung.
Kliar ist auch, dass man ein System wvy,..., v, mit der Eigenschaft (iii) nicht verkleinern
kann, ohne die Erzeugungseigenschaft zu verlieren (der weggelassene Vektor kann ja nicht

linear durch die anderen ausgedriickt werden), und auch nicht vergréBern kann, ohne die
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lineare Unabhingigkeit zu zerstoren (jeder aus U hinzugenommene Vektor kann ja durch
die v; linear ausgedriickt werden). Daher folgen (i) und (ii) aus (iii). Schliefilich muss ein
minimales Erzeugendensystem vi,..., v von U linear unabhéngig sein, weil man sonst
einen der Vektoren, den man durch die anderen linear ausdriicken kann, fiir die Erzeugung
von [J gar nicht briuchte, und ein maximales linear unabhéngiges System vy, ...,V 11l
[/ muss U erzeugen, weil man sonst einen Vektor aus [/, der sich nicht linear durch die
v; ausdriicken ldsst, hinzunehmen kénnte, ohne die lineare Unabhéngigkeit zu zerstoren.
Damit ist die Aquivalenz der vier Aussagen schon gezeigt.

Wenn U # {0} ein endliches Erzeugendensystem us, ..., u besitzt, so kénnen wir darin
cin linear unabhingiges Erzeugendensystem vy = ti;, J = 1...k, auswihlen, indem wir
die Vektoren u; in aufsteigender Nummerierung durchgehen und diejenigen wegstreichen,
die Null sind oder sich durch die vorangehenden Vektoren linear ausdriicken lassen. Da-
her hat dann [/ eine Basis v1,...,7. Sind nun ug,...,w irgendwelche Veltoren aus
U, so konnen wir sie darstellen up = Z?:l rpv; mit einer eindeutigen k x I-Matrix
R = (rp). Ist k& < I, so hat gemsB 3.2 das homogene Gleichungssystem RBs =10
nichtiriviale Losungen s = (s1,...,8), also Zlh:l ripgy = 0 far j = 1...k. Dann ist
S L SKU = 2?31(251:1 spsn)v; = O eine nichttriviale Linearkombination, die den
Nullvektor darstelit, also sind uj,...,u linear abhingig in U. Dieses Argument zeigt,
dass mehr als k Vektoren in [/ stets linear abhingig sind, d.h. dass keine Basen mit
mehr als k& Elementen existieren. Dasselbe Argument mit vertauschten Rollen der v; und
g, zeigt aber, dass auch keine Basis mit weniger als k FElementen existiert, also haben
alle Basen gleich viele Elemente, und die Dimension dim{/ = k ist eindeutig definiert.
SchlieBlich zeigt das Argument noch, dass jedes linear unabhingige System in einem Un-
terraum von [/ héchstens k Elemente hat, und das gilt dann auch fiir ein maximales
derartiges System, also eine Basis des Unterraums, weshalb seine Dimension < E=diml
sein mmuss. Damit ist der Satz vollsténdig bewiesen (wobei wir die letzte Aussage im Satz
fiir Unterrdnme von V' formuliert haben statt von ).

DISKUSSION: (1) Die oben definierte Dimension von Vektorraumen bzw. Unterrdum-
en stimmt iiberein mit unseren intuitiven Vorstellungen und mit dem in 3.2 schon ver-
wendeten Dimensionsbegriff. In R™ hat also der Nullraum {0} die Dimension 0, jede
Ursprungsgerade Rv (v # 0) die Dimension 1, jede Ursprungsebene Ru 4+ Ro (u, v linear
unabhiingig) die Dimension 2, ... und der ganze Raum natiirlich die Dimension n.

Mit (i} und (i1} des vorigen Satzes haben wir zwei verschiedene Interpretationen der Di-
mension eines Vektorraums baw. Unterraums U. Da die Frzeugendensysteme vi,..., U
von U/ den linearen Parametrisierungen RF 3 (r4,...,7%) = ij:l r;v; von U entspre-
cher, ist die kleinstmégliche Anzahl der Parameter einer soichen Parametrisierung gleich
der Anzahl der Vektoren in den minimalen Erzeugendensystemen, also gleich dim U, Dies
ist eine Interpretation der Dimension, die wir schon in 3.2 verwendet haben. Die Beschrei-
bung von dimIJ = k als Anzahl der Vektoren eines eines maximalen linear unabhingigen
Systems v,...,us in [ gibt eine zweite Interpretation der Dimension: Jedes solche
System definiert eine sog. Fahne in U, d.h. eine aufsteigende Folge von Unterrdumen
{Bt=U,cUiclhC...C U, = U von denen jeder echter Unterraum des folgenden
ist, namlich U; := Ru;+. .. +Ry;. Und die Lange k dieser Fahne ist maximal, d.h. es gibt
keine lingere Folge von Unterrdumen U/; von U mit derselben Eigenschaft {sonst erhielte
man durch Wahl von v; in U; \ Uj_; eine Folge von mehr als k linear unabhéngigen
Vektoren in ).
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e Die Dimension eine Vektor{-Unter—)Raums U ist die minimale Zahl der Porame-
ter, die man fir eine lineare Parametrisierung von U bendligl.

e Die Dimension von U ist auch die Linge jeder maximalen Fahne in U, also die
Anzahl der Glieder einer lingstmdglichen Folge von echten Unterrdumen von 17,
von denen jeder ein echter Unterraum des folgenden ist.

Die zweite Interpretation entspricht der geometrischen Anschauung noch direkter als die
erste. Z.B. hat der “Anschavungsraum” R® die Dimension 3, weil es darin eine Folge
Ursprung ¢ Ursprungsgerade C Ursprungsebene der Lange 3 gibt, aber keine langere Fol-
ge von echt ineinander enthaltenen echten Unterrdumen. Als Dimension eines affinen
Unterraums M = v+ U eines Vektorraums V' definiert man nattirlich die Dimension des
zu M parallelen Unterraums I/ von V), der durch den Nullpunkt verlauft. Somit haben
beliebige Punkte, Geraden, Ebenen, ... in V die Dimensionen 1,2, 3, ...

(2) In (1) haben wir stillschweigend vorausgesetzt, dass U endlich erzeugt ist. Sonst hat
ja U par keine endliche Basis, und in diesem Fall setzt man formal dim 1/ := co, weil
es dann unendliche Folgen von linear unabhiingigen Vektoren in U gibt (wie man zeigen
kann). In der Mathematik wird auch fir Vektorrdume V' unendlicher Dimension der Be-
ariff einer Basis definiert als (unendliches) System (v;);cs von Vektoren in V, derart dass
sich jeder Vektor v € V' als eindeutige Linearkombination von endlich vielen der Vekto-
ren v; darstellen lasst. (Eindeutigkeit bedeutet hier, dass die in der Linearkombination
auftretenden Koeffizienten r; # 0 eindeutig bestimmt sind.) Es kann bewiesen werden,
dass anch jeder unendlichdimensionale Vektorraum V eine Basis in diesem Sinne hesitzt;
jedach ist dies eine reine Existenzaussage ohne praktischen Nutzen, und man kann nur in
seltenen Ausnahmefillen eine unendliche Basis konkret angeben.

Im Raum R* der unendlichen Zahlenfolgen mit endlich (aber beliebig) vielen vor Null
verschiedenen Gliedern bilden z.B. die kanonischen Basisfolgen e; (mit dem Eintrag 1 in
j—ter Position und unendiich vielen Nulleintrigen sonst) eine Basis. Und im Raum P der
Polynomfunktionen von einer reellen Variablen z sind die Potenzfunktionen p;(x) =27
(7 € Ny) eine Basis. Im Raum aller unendlichen reellen Zahlenfolgen {ohne die Bedingung,
dass nur endlich viele Glieder von Null verschieden sind) und im Raum aller Funktionen
einer reellen Variablen (die z.B. stetig sind oder differenzierbar) kann dagegen niemand
eine unendliche Basis konkret angeben (obwohl man weif, dass solche Basen existieren).

(8) Ist V ein Vektorraum (z.B. Unterraum eines hiherdimensionalen Zahlenraumes)
mit Basis vy,...,v,, so kann man zu jedem Vektor v € V' seinen eindeutig bestimmten
Koeffizientenvektor x = (zy,...,2,) € R bilden, d.h. es gilt v = > 7 2;v; in der Li-
nearkombinationsdarstellung bzgl. der gegebenen Basis. Die Abbildung V 3 v — x € R",
die jedem Vektor seine Koeffizientenvektor zuordnet, ist dann linear und hat die lineare
Umkehrabbildung R™ 3 {z1,...,2,) = 3 7 z;v; € V, die jedem gegebenen Koeflizien-
tenvektor die zugehérige Linearkombination der Basisvektoren zuordnet.

Man nennt eine lineare Abbildung T:V — W zwischen Vektorrdumen einen (linearen)
Isomorphismus von V auf W, wenn sie eine lineare Umkehrabbildung besitzt. Aqui-
valent ist, dass 7" linear, injektiv und surjektiv ist. (Die Umkehrabbildung 7-1: W — V
existiert dann und ist automatisch auch linear.} Hat man einen Isomorphismus 7' zwi-
schen zwei Vektorrdumen V, W, so kann man damit alle Aufgabestellungen und Aussagen
der Linearen Algebra in V iibertragen in dquivalente Aufgabenstellungen und Aussagen
m W. Zum Beispiel ist ein System von Vektoren in V' genau dann linear unabhéingig baw.
Erzeugendensystem bzw. Basis in V', wenn Entsprechendes fiir das System der T-Bilder
dieser Vektoren in W gilt,
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Fiir Vektorrdume V' mit gegebener Basis wie oben bedeuten diese Feststellungen konkret
das Folgendes:

e Die Abbildung, die jedem Vektor aus V' seinen Koeffizientenvektor bzgl. einer ge-
gebenen Basis von 'V zuordnet, ist ein Linearer Isomorphismus von V  auf den
Zahlenraum R™ der Dimensgion n = dimV,

o Mit diesem Tsomorphismus kann man alle Aufgabenstellungen der Linearen Algebra
in V iibertragen in dquivalente Aufgaben im Zahlenraum R™ und alle Aussagen der
Linearen Algebra in R™ in dquivalente Aussagen in V.

Das prizisiert die im Anschluss an die Basisdefinition gemachte Bemerkung, dass man
in einem Vektorraum mit Basis genau so rechnen kann wie in einem Zahlenraum glei-
cher Dimension. Durch diese “Identifikation” eines Vektorraum V' mit gegebener Basis
mit einem Zahlenraum R* kann man insbesondere den in 3.2 - 3.4 entwickelten Vektor—
und Matrix-Kalkiil auch fiir Aufgabenstellungen in beliebigen endiichdimesionalen Vek-
torrdumen einselzen.

Fs ist aber nicht immer sinnvoll, diese Identifikation wirklich vorzunehmen, weil dabel
susiitzliche Struktur von V' verloren gehen kann., Z.B. kann man den Vektorraum V =
RFxk der k x k-Matrizen mit dem Zahlenraum R* identifizieren, indem man die Spalten
einer k % k-Matrix untereinander schreibt als ein Spaltenvektor der Lange k% oder die
Zeilen nebeneinander als ein Zeilenvektor der Linge k%, Beides aber ist nicht zweckmafig,
weil damit die durch die Matrix-Multiplikation gegebene Zusatzstruktur in RE*F nicht
mehr erkennbar wére.

(4) FEine Warnung ist angebracht: Die Identifikation von Vektoren v € V mit ih-
rorn Koeffizientenvektor x im Zahlenraum R™ héingt wesentlich von der gegebenen Ba-
sis vy,...,0, ab! Wihlt man eine andere Basis U1,..., 0y, so hat derselbe Vektor v
bzgi. dieser zweiten Basis im Allgemeinen einen anderen Koeffizientenvektor X. Um den
Unterschied zu berechnen, stellen wir die Vektoren der zweiten Basis als Linearkombi-
nationen der ersten Basis dar, U; = y o.qcyv fir j = 1.1 und erhalten so die
sog. Ubergangsmatrix C = (¢;) € R von der ersten zur zweiten Basis. Aus
S r = U=y B = S (3 Tjeip)w und der linearen Unabhingigkeit der v;
erhalten wir dann x; = 2?:1 c;Z; Tur ¢ =1...n, also in Matrix-Schreibweise x = CX.
Da hier x und ¥ beliebige Vektoren in R sein kénnen und sich gegenseitig eindeutig
bestimmen, muss (' invertierbar sein, und wir sehen:

o Den Koeffizientvektor X von v € V bzgl. der zweiten Basis erhdll man ous dem
Koeffizientenvektor x bzgl. der ersten Basis durch Multiplikation mit der Inversen
der Ubergangsmatriz, X = C7'x.

Hier sind die Koeffizientenvektoren natiirlich als Spalten zu schreiben, und man muss sich
genau an die Anordnung der Indizes bei der Definition der Ubergangsmatrix halten (also
T = Yor ., cyv; und nicht Uy = Y0 cipv;)l Die Argumentation zeigt tibrigens auch, dass
ein System von n beliebigen Vektoren ¥, = >/, ¢;;v; in V' genau dann Basis ist, wenn
die Matrix C = {c;;) invertierbar ist und dass ¢! dann die Ubergangsmatrix von der
sweiten Basis zur ersten ist. Fiir eine dritte Basis %, ..., T, und die ﬁbergangsmatrix D
von den ¥; zu den @, folgt wegen D~'C~! = (CD), dass CD die Ubergangsmatrix
fiir den direkten Ubergang von der ersten zur dritten Basis ist. ]
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BEISPIELE: (1) Das Paradebespiel einer Basis ist natiirlich die kanonische Bosis
€1y...,6, des n-dimensionalen Zahlenraums R”. Hier ist die fundamentale Basiseigen-
schaft unmittelbar klar: Jeder Vektor x = (21,...,2,) € R"™ ist Linearkombination der
kanonischen Basisvektoren, und der Koeffizient hei e; muss dabei die entsprechende Kom-
ponente r; von X sein:

1 1 0 0
g 0 1 0 "
x=1% | =z, | O] +a OF 4. .4, |0 :Zm‘jej.
: A
Ty, 0 0 1

Fin anderes System von n Vektoren in R™ ist Basis, genau wenn die Zusammenstellung
dieser Spaltenvektoren zu einer n x n-Matrix invertierbar ist. Diese Matrix ist dann gerade
die Ubergangsmatrix von der kanonischen Basis zu dieser zweiten Basis.

(2) In R® bilden z.B. die Spaltentripel folgender {invertierbaren} Matrizen Basen:

100 111 0 3 -1
Iy:=1 010}, C=30114j, D= 2 1 1
001 ¢ 01 -1 0 0

Die erste Basis ist die kancnische, zur zweiten bzw, dritten ist €' bzw. [ die Ubergangs-
matrix. Der (Spalten—}Vektor x :=(2,2,1) hat als Koeffizientenvektor bzgl. der kano-
nischen Basis natiirlich sich selbst, sein Koeffizientenvektor bzgl. der zweiten Basis ist
C~'x = (0,1,1) und sein Koeffizientenvektor bzgl. der dritten Basis ist D=1x = (0,1,1),
was “zufillig” derselbe Koeffizientenvektor wie bzgl. der zweiten Basis ist (das ist ja nicht
ausgeschlossen, auch wenn die Basen verschieden sind). Man braucht dazu die Inversen
der Ubergangsmatrizen nicht zu berechnen, weil man hier direkt sieht, wie x aus den
Spalten der Matrizen C, D linear zu kombinieren ist: Jeweils als Summe der beiden letz-
ten Spalten. Die UUbergangsmatrix von der zweiten zur dritten Basis ist ¢"~'D und muss
(0,1,1) auf sich abbilden, weil dies der Koeffizientenvektor von x bzgl. beider Basen ist.

(3) Basis in einem 1-dimensionalen Vektorraum V ist jeder Vektor v # 0 (und der
Nullvektor natiirlich nicht). Die Ubergangsmatrix von v zu einer andern Basis 7 = cv
(c € Rye) ist die 1 x 1-Matrix (¢). In einem 2-dimensionalen Vektorraum wie R? gibt es
auBer {0} und V nur I1-dimensionale Unterrdume.

(4) In R® haben wir aufer {0} und den Ursprungsgeraden noch die Ursprungsebenen
E als echte Unterrdume. Diese kann man beschreiben als lineare Hille Ruy + Rvs von
zwel linear unabhéngigen Vektoren, die dann eine Basis bilden, oder als Ldsungsmenge
einer homogenen linearen Gleichung oy + oz + azxs = 0, deren Koeffizienten nicht
alle Null sind. Z.B. werden die drei Koordinatenebenen aufgespannt durch Paare e, €3
hzw. e1,e3 baw. e, es von kanonischen Basisvekteren oder beschrieben durch die lineare
Gleichung 1 = 6 bzw. zp = 0 bzw. 3 == 0. Dies sind die drei Ursprungsebenen in R3,
die jeweils zwei der Kartesischen Koordinatenachsen enthalten.

Die durch z; +z2+ 25 = 0 beschriebene Ebene £ der Vektoren mit Komponentensumime
Null in R? hat als Basis z.B. (—1,1,0), {—1,0,1) und auch (1,0,—1), (0,1, ~1). Um nun
z.B. den Koeffizientenvektor x = (x1,23) von v = (1,2, —3) € F bzgl. der ersten Basis
71 bestimmen, miissen wir das das folgende homogene Gleichungssystem losen:
-1 -1 1
] 1 + z9 0 == 2
0 1 -3
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Durch Betrachtung der sweiten und dritten Komponenten findet man hier sofort x; = 2,
2y = —3. {Wir wissen ja, dass das Gleichungssystem eindeutig losbar ist, weil die Spalten
der Koeffizientenmatrix eine Basis von [ sind und v in E liegt; also brauchen wir
die Gleichung fiir die ersten Komponente gar nicht mehr nachzurechnen — oder allenfalls
zur Probe!) Die Ubergangsmatrix von der ersten zur zweiten Basis ist hier ' = (fi fl),
sie hat, als Spalten die Koeffizientenvektoren der zweiten Basisvektoren bzgl. der ersten
Basis. Der Koeffizientenvektor von v bzgl. der zweiten Basis ist dann gegeben durch

x=C YN =0GD0E= (1), ( Das kann man natiirlich direkt sehen.)

Die affine Ebene M = {x € R? : z; + a2 + 3 = 1} aller Punkte in R? mit Komponenten-
summe ! kann man nun durch Verschiebung von £ um einen beliebigen Vektor u € R?

mit Komponentensumme 1 beschreiben, also z.B. w = (-é—, %, %—) Dann ist M = u+ E.

(5) Die Bestimmung einer Basis in einem Unterrawm U von R™ ist im Prinzip einfach,
wenn [/ parametrisch gegeben ist, also mit einem Erzeugendensystem usy,...,u. Man
geht dann diese Vektoren in aufsteigender Nummerierung durch und streicht diejenigen,
die Null sind oder Linearkombination der vorhergehenden, und behilt eine Basis v1,..., Uk
von U/ iibrig. (Wenn { groB ist, so kenn das natiirlich einen erheblichen Rechenaufwand
bedeuten.) Ist dagegen U implizit beschrieben als Lsung eines homogenen linearen Glei-
chungssystems Ax = 0, so fithrt die Umformung in Zeilen-Stufen-Form zum Ziel. Man
bestimmt die Losungsvektoren, die sich ergeben, wenn man eine der Nicht—Basisvariabien
1 setzt und die anderen 0, und erhélt so ein Erzeugendensystem fiir den Losungsraum U,
Diese Lésungsvektoren sind aber auch linear unabhingig, bilden also eine Basis in U. Das
Verfahren ist um so weniger rechenaufwendig, je kleiner die Kodimension n —dimU des
Unterraums U/ in R™ ist, weil man ja n—k unabhéngige Gleichungen braucht, um einen
k- dimensionalen Unterraum zu beschreiben.

Fiir eine Ursprungshyperebene H C R™, das ist ein durch eine einzige Gleichung o,z +
.t a2, = 0 (deren Koeffizienten nicht alle Null sind) beschriebener Unterraum, kann
man als Basisvariable z; wahlen, wenn a; # 0 ist. Das Verfahren liefert fiir H dann
als Basis die n—1 Vektoren (0,...,0,—a;/a;0,...,0,1,0,..., 0) € R™ mit dem Eintrag
-/ in i—ter Position, dem Eintrag 1 in einer Position j 7 7 und Nulleintrégen sonst.
Fiir eine Ursprungsgerade ' C R™ andererseits, die durch n—1 unabhingige homogene
lineare Gleichungen beschrieben wird, hat mean nur eine einzige Basisvariable und erhiit
dementsprechend einen einzigen Losungsvektor # 0, der Basis ist.

Konkret betrachten wir z.B. eine Ursprungsgerade in R’

1 —x3 =0 B ) 10 -1 o ar 10 -1
o 420y —2g = 0} hat Koefl.—Matrix (1 9 1 ) mit Z.-St.—Form (O 5 9 ) )

Hier ist z3 Nicht-Basisvariable, und wenn man 3 = 1 setzt, ergibt sich der Lésungsvek—
tor (1,—1,1) als Basisvektor der Geraden. (Man hiitte mit Spaltenvertauschungen hier
auch z; oder xy als Nicht-Basisvariable wihlen kénnen. Wenn aber der Basisvektor der
Geraden einen Nulleintrag hat, so kann man die zugehorige Variable natiirlich niemals
Nicht-Basisvariable sein.)

Als letztes Beispiel betrachten wir noch eine Ursprungsebene in R

Iy +$3+$4:O B . i011
2y tre =0 }, Koeff ~Matrix (O 101

Qetzt, man fir die Nichi—Basisvariablen (xs,z4) die kanonischen Basisvekioren des R?
ein, go erhdlt man (-1,0,1,0), (=1,—=1,0, 1) als Basis der Ebene. B

) hat schon Z.-St.~Form,
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Mit den nun eingefithrten Konzepten der Basen und der Dimension kénnen wir die in 3.2
gefundenen Ergebnisse iiber den Rang von Matrizen systematischer herleiten und besser
verstehen:

DISKUSSION (Rang von Matrizen und von linearen Abbildungen):

(1) Der Spaltenrang einer m x n-Matrix A ist die maximale Zahl & von linear
unabhingigen Spalten der Matrix. Da die Spalten von A den zugehorigen Unterraum
K C R™ der zu A konsistenten rechten Seiten erzeugen, ist der Spaltenrang die Dimen-
sion von K. Spaltenoperationen mit der Matrix A dndern offenbar diesen Unterraum
nicht, daher ist k auch die Anzahl der Stufen (also der Spalten, die nicht lauter Nul-
leintrdge haben) in einer Spalten—-Stufen—Form von A. Somit stimmt der hier definierte
Spaltenrang mit dem in 3.2 definierten itberein. Entsprechend ist der Zeilenrang von A
die maximale Zahl [ von linear unabhingigen Zeilen und wird durch Zeilenoperationen
nicht gedndert.

Nun #dndern aber auch Zeilenoperationen den Spaltenrang k nicht. Eine Untermatrix
aus k linear unabhéngigen Spalten von A behalt némlich bei Zeilenoperationen linear
unabhéngige Spalten, wie wir schon gesehen haben, daher hat auch jede aus A durch Zei-
lenoperationen entstehende Matrix A mindestens k unabhéngige Spalten. Andererseits
hat jede aus mehr als k Spalten von A gebildete Untermatrix von A linear abhingige
Spalten, und das gilt dann auch fiir die entsprechenden Untermatrizen von A, so dass
k auch die maximale Zahl der unabhidngigen Spalten von A ist. Entsprechend &ndern
Spaltenoperationen auch den Zeilenrang nicht. (Das folgt, indem man zu transponierten
Matrizen ubergeht.) Nun kann man A (wenn das nicht die Nullmatrix ist) durch Zeilen—
Operationen auf Zeilen—Stufen-Form bringen und danach durch Spaltenoperationen auf

die einfache Form (g 8), wo I eine Einheitsmatrix ist und 0 fiir Nulimatrizen von pas-

senden Formaten steht (evtl. auch fir leere Matrizen). Fiir diese einfach gebaute Matrix
sind nun aber offenbar Zeilenrang und Spaltenrang gleich, und das gilt folglich auch fir
die beliebige Ausgangsmatrix A, so dass wir das in 3.2 schon formulierte (aber dort nur
plausibel gemachte) Ergebnis bewiesen haben:

Zeilenrang = Spaltenrang.
Diese Zahl wird infolgedessen einfach der Rang der Matrix A4 genannt und Rang(A)

notiert. Das ist also sowohl die maximale Zahl linear unabhéingiger Zeilen von A als auch
die maximale Zahl linear unabhéngiger Spalten.

237
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(2) Eine Konsequenz der Uberlegungen aus (1) ist, dass man die Matrix A beliebig mit
Zeilenoperationen und Spaltenoperationen umformen darf, wenn man den Rang bestim-
men will. Man bringt so die Matrix — unter bestmoglicher Ausnutzung ihrer Nulleintrége
— auf eine einfache Form, z.B. eine Zeilen— oder Spalten-Stufen—Form, an der man den
(Zeilen— oder Spalten—)Rang unmittelbar ableser kann. Fiir praktische Rangberechnungen
weniger geeignet, aber theoretisch interessant, ist folgendes Minoren~Kriterium:

o Der Rang einer Matriz ist k, genau wenn sie eine (durch Streichen von Zeilen und
Spalten entstehende) k X k-Untermatriz mit Determinante # 0 hat, wihrend alle
{k+1) x (k+1}-Untermatrizen Determinante = 0 haoben.

Dies heifit “Minoren—Kriterium”, weil man die Determinante einer quadratischen Unter-
matrix als einen “Minor” der Matrix bezeichnet. Fiir & = 0 ist das Kriterium natiirlich
so zu verstehen, dass nur die Nullmatrizen Rang Null haben, und fir k41 groer als die
Zeilen— oder Spaltenzahl der Matrix so, dass die zweite Bedingung entfallt. Der Beweis
des Kriteriums ergibt sich daraus, dass im Fall Rang(A) = k& > 0 einerseits & linear
unabhingige Spalten existieren und daher, wie frither gesehen, eine invertierbare & x k-
Untermatrix dieser k Spalten, wihrend andererseits k+1 beliehig ausgewihlte Spalten
stets linear abhéingig sind und daher alle (k+1) x (k+1)-Untermatrizen dieser £+1 Spal-
ten singuldr.

(3) Zwei einfache Ungleichungen fir den Rang von Matrizen sind:
Rang(A) < max{Zeilenzahl(A), Spaltenzahl(A4)} = max{m,n} fir A€ R™",
Rang(BA) < min{Rang(B}, Rang(A4)} fir 4 € R™", B e R»™,

Die erste Ungleichung besagt einfach, dass die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen von
A nicht gréBer sein kann als die Zahl aller Zeilen von A und die Zahl der unabhéngigen
Spalten nicht gréfer als die Zahl aller Spalten. Wenn in der Ungleichung Gleichheit ein-
tritt, wenn alsc A den gréfiten Rang hat, der bei dem vorliegenden Format der Matrix
itberhaupt méglich ist, so nennt man A eine Matrix von maximalem Rang. Fir qua-
dratische Matrizen ist diese Bedingung gleichbedeutend mit Invertierbarkeit. Die zweite
Ungleichung gilt, weil erstens die Spaiten von BA Linearkombinationen der Spalten von
B sind und zweitens die Zeilen von BA Linearkombinationen der Zeilen von A. Ist B
eine invertierbare m x m-Matrix, so gilt auch Rang(A) = Rang(B 1BA) < Rang(BA),
und analog Rang(B) < Rang(BA), wenn A invertierbar ist. Daher kann man hinzufiigen:

e Die Multiplikation einer invertierbaren Malriz von links oder rechts an eine zweile
passende Matriz andert den Rang dieser zweiten Matriz nichi.

(4) Hat 4 € R™*" den Rang k, so hat jede Zeilen-Stufen-Form von A genau &
Stufen, d.h. k Zeilen, die keine Nullzeilen sind (in der nicht durch rechte Seiten erweiterten
Matrix). Als gibt es dann n—k Nicht—Basisvariable und dazu, wie oben gesehen, eine Basis
des Losungsraums L zu Ax = 0 aus n—k Vektoren (wenn k < n). Der Losungsraum
hat somit die Dimension dim L = n—k, und dieses Ergebnis ist der sog. Rangsatz:

Rang(A) + Defekt(A)} = Spaltenzahl{ A)
oder
dimK + dimL = n fir A € R™™

wobei die Dimension des Losungsraums L der Defekt der Matrix A genannt wird und
K den Raum der zu A konsistenten rechten Seiten bezeichet. Anschaulich gesprochen ist
der Raum der konsistenten rechten Seiten um so viele Dimensionen kieiner als der Raum
R", wieviel bei der Multiplikation von A an Spaltenvektoren aus R™ “anulliert” wird.
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(5) Fiir lineare Abbildungen T{x) = Ax von R"™ nach R™ ist Bild(T) == K der Raum
der zur Matrix A € R™*" konsistenten rechten Seiten, also Rang(A) = dim Bild(T"). Da-
her definiert man sinnvollerweise fiir lineare Abbildungen 7': V' — W zwischen beliebigen
Vektorrdumen den Rang der linearen Abbildung durch

Rang(7) := dim Bild(7T")

(sofern diese Dimension endlich ist). Dem Losungsraum L zu Ax = O entspricht in der
allgemeineren Situation Kern(T) = {v € V : T(v) = 0} und dessen Dimension wird
wiederum als Defekt der linearen Abbildung bezeichnet. Der Rangsatz gilt nun auch
m dieser allgemeineren Situation, sofern das Bild und der Kern endlichdimensicnal sind:

Rang(T) -+ Defekt(T) = dim Def(T),
bzw. ausfithrlicher

dim Bild(T") + dim Kern(T') = dim V' fiir lineare T:V — W.

wobel Def(T') den Definitionsbereich der linearen Abbildung bezeichnet, also den Vek-
torraum V', in dem der Kern gebildet wird. Die Dimension des Bildes ist somit exakt um
soviele Dimensionen kleiner wie die Dimension des Anullierungsraums von T im Defini-
tionsbereich V.

Zum Beweis wihlen wir eine Basis wy,...,wy im Unterraum Bild(7) von W, wobei k
dessen Dimension ist, alsc der Rang von 7. Zu jedem w; wéhlen wir ein 7-Urbild v; in
V und erginzen diese Vektoren durch eine Basis tgy1,...,v, in Kern(7T). (Wir konnen
annehmen, dass 7' nicht die Nullabbildung ist. Im Fall Kern(T) = {0} ist die Ergénzung
nicht nétig.) Dann sind vq,...,v, linear unabhéngig; denn aus Z?Zl rju; =0 folgt mit
Anwendung von T unter Ausnutzung von T(v;) = w; fir j = 1...&k und T(v;} = 0
fiir § > k zundchst m = ... = r, = 0 wegen der Basiseigenschaft von w,...,w; und
sodann auch vy = ... = r, = 0 wegen der Basiseigenschaft von vx.1,...,v,. Auberdem
erzeugen vy, ...,%, auch V;denn fiir v € V und Koeffizienten s; mit T'(v) = Z?:1 S5
liegt v — Z?:] s;v; im Kern von T, ist also eine Linearkombination von veis, ..., v,
Somit ist vq,..., v, eine Basis in V, und die Behauptung lauft einfach auf die Gleichung
k + {n—Ek) = n hinaus. '

Der Rangsatz in der hier bewiesenen Form ist allgemeiner als {3), weil er sich z.B. auch
auf Unterrdume  von V anwenden ldsst. Der Kern von T im Ausgangsraum U ist
dann der Durchschnitt {v € U : T(u) = 0} = U N T {0}, und der Rangsatz lautet
dim T(U) + dim(U N T7H{0}) = dim U. Fiir ein lineares Gleichungssystem Ax = 0 mit
A € R™™ und Lisungsmenge L besagt das dim AU +dim L NU = dimU fiir jeden
Unterraum U von R™. Eine Konsequenz, die auch einfach ans der Tatsache folgt, dass T
jede Basis in U auf ein Erzeugendensystem von 7{U/) abbildet, ist:

o Lineare Abbildungen T kinnen Dimensionen nicht vergrdfiern, d.h. fir Unterrdume
[/ des Definitionsbereichs gilt stets dimT'(U) < dimU.

Der Rangsatz sagt aber genau, wann tatsichlich eine Dimensionsverkleinerung stattfindet,
némlich wenn U N Kern(T") # {0} ist, und um wieviel die Dimension dann verkleinert
wird, nimlich um die Dimension von U N Kern(T') # {0}.
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(6) Sind in den Vektorrsumen V bzw. W Basen vy,...,v, bzw. wy,... w,, fixiert,
so kann man jeder lineare Abbildung 7:V — W eine m x n-Matrix A = (a;) zuord-
nen, indem man die Bilder der Basisvektoren v; durch die Basisvektoren w; ausdriickt,
T(v;) = S0, ai;w; (die Reihenfolge der Indizes bei a;; ist zu beachten). Diese Matrix A
heifit die Matrixdarstellung der linearen Abbildung bzgl. der gegebenen Basen.
Sie hat als Spalten die Koeflizientenvektoren der Bilder T(v;) bzgl. der Basis in W. Im
Fall der Zahlenrdume R™ und R™ mit kanonischen Basen ist das gerade die Matrix mit
T(x) = Ax fiir alle (Spalten-)Vektoren x € R". Umgekehrt kann man mit einer gege-
benen Matrix A € R™*" eine lineare Abbildung T mit Matrixdarstellung A definieren,

indem man zunichst fiir Basisvektoren T(v;) = Y -, a;;w; setzt und fir allgemeine
v = 3" &y dann T(v) o= 30 T (v;) = 2370307 ayz;)w; definiert. {Das ist

moglich, weil die Koeffizienten z; eindeutig bestimmt sind.) Die Argumentation zeigt
insgesamt Folgendes:

e Fine lineare Abbildung T:V — W ist eindeutig bestimmt durch ihre Werte auf den
Vektoren einer gegebenen Basis vq,...,v, wvon V', diese Werte kdnnen beliebig in
W worgegeben werden, um eine lineare Abbildung von V' nach W zu definieren.

o Ordnet man jeder linearen Abbildung T:V — W die Matriz A € R™™ 2u, de-
ren Spalten die Koeffizientenvektoren der Bilder T(v;) bzgl. einer gegebenen Basis
Wy, ..., Wy, von W sind, so erhilt man einen Isomorphismus zwischen dem Raum
der linearen Abbildungen von V. noech W und dem Raum der m x n-Matrizen.

e Dabei ist Ax € R™ der Koeffizientenwektor von T{v) € W bzgl wy, ... W, wenn
x der Koeffizientenvektor von v € 'V bzgl. vq,..., v, ist.

(7} Das Bild eines k-dimensionalen Unterraums von W, unter dem Isomorphismus,
der den Elementen von W ihren Koeffizientenvektor in R™ bzgl. der Basis wy,...,wy,
zuordnet, ist eine k-dimensionaler Unterraum von RB™. Das ist klar, weil injektive lineare
Abbildungen lineare Unabhingigkeit erhalten. Andererseits ist dieses Bild nach der letzten
Bemerkung gleich der Menge aller Ax zu x € R", also gleich dem Raum der zu A
konsistenten rechten Seiten, und dessen Dimension ist der Rang von A. Also gilt:

e Der Rang einer linearen Abbildung T ist gleich dem Rang der Matriz, die T' bzgl.
gegebener Basen im Ausgangsraum und im Zielraum darstelit.

Eine Folgerung ist, dass alle Matrizen, die dieselbe lineare Abbildung T' bzgl. verschie-
dener Basen darstellen, denselben Rang haben.

(8) Mit der letzten Bemerkung in {(6) kann man genau sehen, wie sich die Matrixdar-
stellung von T #ndert, wenn man zu anderen Basen 7; in V und 4; in W iibergeht.
Fiir die Matrix A bzgl. der neuen Basen gilt AC™'x = D 'Ax, wenn C bzw. D die
Ubergangsmatrizen zwischen den Basen in V bzw. in W sind, weil ja X = C'x die
Anderung der Koeffizientenvektoren von Elementen in V' beschreibt und ¥ = D~y die
Anderung der Koeffizientenvektoren von Elementen in W. Somit ist

A= DTAC die geiinderte Matrixdarstellung nach dem Basiswechsel.

Da die Matrizen ¢ und D invertierbar sind, folgt insbesondere, dass A und A denselben
Rang haben.
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(9) Speziell im Fall ¥V = W arbeitet man normalerweise mit derselben Basis v; = w;
in V' als Ausgangsraum und als Zielraum, Dann lautet die durch Wechsel zu einer Basis
v; gedinderte Matrixdarstellung A = CAC, wobei (0 die Ubergangsmatrix zur neuen
Basis ist. A ist also eine zur Matrix A € R™*™ shnliche Matrix. Hieran erkennt man die
eigentliche Bedeutung des Ahnlichkeitsbegriffs fiir quadratische Matrizen: Ahnliche Matri-
zen beschreiben dieselbe lineare Abbildung, nur eben bzgl. verschiedener Basen. Wegen des
Muitiplikationssatzes fiir die Determinante haben dhnliche Matrizen dieselbe Determinan-
te. Dies ermoglicht, die Determinante einer linearen Selbstabbildung T:V — V
eines endlichdimensionalen Vektorraums in sich zu definieren durch det(7') := det(A) fiir
die Matrixdarstellung A von T bzgl. einer beliebigen Basis von V; diese Zahl hingt
dann nur von T ab und nicht von der Wahl der Basis.

Man kann versuchen, sich einen Uberblick tiber die Struktur einer linearen Selbstabbildung
T von V zu verschaffen, indem.man eine Basis bestimit, bzgl. der T eine moglichst
einfache Matrixdarstellung hat. Das lduft darauf hinaus, dass man in einer Klasse von
zueinander dhnlichen Matrizen eine Matrix von mdoglichst einfacher Form sucht. Dies
ist ein Problem, das in der Mathematik mit sehr befriedigendem krgebnis behandelt
werden kann, allerdings nur tiber dem Zahlbereich € der komplexen Zahlen. Man kann
dann stets erreichen, dass die gesuchten “einfachen™ Matrizen Jordansche Normalform
haben, das sind spezielle Dreiecksmatrizen, in denen auier auf der Diagonalen und evtl.
der ersten Oberdiagonalen nur Nulleintrage stehen. (Uber dem Zahlbereich R ist die
Antwort komplizierter; es lasst sich dann nicht in jedem Fall eine Basis finden, bzgl.
der die Matrixdarstellung von T Dreiecksgestalt hat. Das kann man schon daran sehen,
dass bei Darstellung durch eine Dreiecksmatrix mindestens ein Basisvektor v ein reeller
Eigenvektor wire, d.h. T(v) = lv; gilte mit einem Eigenwert A € R. Aber nicht jede
lineare Abbildung eines reellen Vektorraums in sich hat einen reellen Eigenwert, z.B. nicht
eine Drehung um 0 in R? mit einem Drehwinkel echt zwischen 0 Grad und 180 Grad.)

Statt weiter auf diese schon recht fortgeschrittene mathematische Theorie einzugehen,
begniigen wir uns mit einem Beispiel, das zeigt, wie ein Basiswechsel die einfache Struk-
tur einer linearen Abbildung aufdecken kann (oder auch verschleiern, wenn man ihn in
umgekehrter Richtung vornimmt). Dazu betrachten wir die lineare Abbildung von R® in
sich, die gegeben ist durch

Ty 5$1+3582 3 . _ 53
T (2:2> = (33?1 +5$2) mit Matrixdarstellung A = (3 )

heziiglich der kanonischen Basis von R?. Gehen wir nun von der kanonischen Basis zur
Basis (1,1), (—1,1) iber, so ist die Ubergangsmatrix ¢ = (i_ll) mit der Inversen

C~'=%( 7). Die Matrixdarstellung von T bzgl. der neven Basis ist dann

-1 1
g a1 N5 11y _ (80
¢ AC?(—1 1)(35)(1 1)”(02)‘

Dies bedeutet, dass die Abbildung bzgl. der neuen Basis (die abgesehen von einer Ma$-
stab&nderung einer Drehung der Koordinatenachsen wm 45 Grad entspricht) einfach eine
Achsenstreckung ist, wobei die erste Achse um den Faktor 8, die zweite um den IFaktor 2
gestreckt wird. Diese einfache Struktur der linearen Abbildung war an der urspriinglichen
Matrixdarstellung bzgl. der kanonischen Basis nicht unmittelbar zu erkennen.

Wir erkldren am Ende dieses Abschnitts, wie man systematisch eine Basis bestimmen
kann, bzgl. der die obige lineare Abbildung durch eine Diagonalmatrix dargestellt wird.
Die Symmetrie der Matrix A ist dabei wesentlich. [
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Die Berechnung des Koeffizientenvektors x eines Vektors v in einem Unterraum U von
R" beziiglich einer allgemeinen Basis vy,...,v;, von U erfordert einigen Aufwand: Man
muss ein System Ax == v von n linearen Gleichungen fiir & Unbekannte l6sen, wobei A
die Matrix mit den Spalten v; ist. Es gibt aber eine Klasse von speziellen Basen, bei
denen diese Aufgabe viel einfacher zu erledigen ist; man kann die Koeffizienten eines Vek-
tors bzgl. einer solchen Basis in vielen Féllen direkt ablesen und jedenfalls sehr einfach
berechnen. Diese fiir viele Rechnungen sehr praktische Basen sind der letzte Gegenstand
dieses Abschnitts.

DEFINITION: Eine endliche Folge von Vektoren wy,...,u, in R" heilt Orthonor-
malsystem in R” oder Orthonormalbasis des davon anfgespannten Unterraums, wenn
die Vektoren paarweise senkrecht zueinander sind und die Lange 1 haben, wenn also gilt:
Hierbei ist xey = 2191 +... + 2y, das in 3.3 cingefithrte (Euklidische) Skalarprodukt
von Vektoren x = (z1,...,2,) und y = (41, ..., %) in R" Die Bedingung xey = 0
bedeutet geometrisch, dass die Vektoren (bzw. die dadurch definierten Ursprungsgeraden)
orthogonal (senkrecht) zueinander sind, wofiir man auch x 1L y schreibt. Das haben
wir ebenfalls schon in 3.3 erklért und ebenso, dass /xs+x, also die Wurzel aus der Qua-
dratsumme der Komponenten von x, als Linge des Vektors x zu interpretieren ist und
auch |x| notiert und (Euklidische) Norm des Vektors genannt wird. Ein Vektor x mit
Norm 1 heift Einheitsvektor oder normiert. [st x 5 0, so kann man den Vektor nor-
mieren, d.h. auf die Linge 1 bringen, indem man ihn mit-dem Reziproken seiner Norm

multipliziert; \_)qu ist also ein Einheitsvektor. Die kanonischen Basisvektoren e; des R”
sind Beispiele von Einheitsvektoren, aber auch —e; und viele weitere wie (% %) in 2,
-g;, %, -32-) in B3, ... und eben alle Vektoren in R”, die durch Pleile im Ursprung reprisen-

tiert sind, deren Spitze auf dem Rand der Kugel vom Radius 1 um den Ursprung liegt.
Die Bedingungen der Definition besagen, dass erstens u;eu; = 0 ist fiir ¢ # 7, also ver-
schiedene Vektoren des Systems orthogonal zueinander, und zweitens u;eu; = 1, also alle
Vektoren des Systems normiert, Das erklart die Wortbildung “orthonormal”.

Da wir sie im Folgenden benotigen, wiederholen wir die grundlegenden Eigenschaften
von Skalarprodukt und zugehériger Norm. Unter einem Skalarprodukt oder innerem
Produkt auf einem Vektorraum V versieht man eine Vorschrift, die je zwei Vektoren
v,w € V einen Skalar, also eine reelle Zahl vew zuordnet mit folgenden Eigenschaften:

( Positivitdt) pev >0 wenn v #0 (und 00 = 0),
(Symmetrie) Vew = we,
( Bilinearitdt) (ro)ew =r(vew) fiir reR, (vH+0)ew=vew-+vew.

Die letzten Gleichungen gelten wegen der Symmetrie natiirlich analog fiir den zweiten
Faktor, d.h. vew ist eine lineare Funktion von v, wenn man w fixiert, und von w,
wenn man v festhilt. (Das ist mit “Bilinearitdt” gemeint.} Die mit dem Skalarprodukt
assoziierte Norm ordnet jedem v € V' die nichtnegative Zahl |v| := \/v+v 2u und hat
folgende Grundeigenschaften:

( Positivitit) [2] >0 wenn v #0 (und [0] = 0),

(absolute Homogenitit) [rv| = |rilv} fir r €R,

( Dreiecksungleichung) v+ w| < vl 4 Jw|.
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Diese Normeigenschaften folgen aus denen Grundeigenschaften des Skalarprodukts. Die
erste ist kiar. Die zweite besagt, dass man einen skalaren Faktor aus der Norm mit seinem
Betrag herausziehen kann, und ist ebenfalls leicht zu sehen. Die Dreiecksungleichung liuft,
wenn man quadriert und mit Bilinearitdt und Symmetrie v + w|? = (v + w) (v + w) =
vev +wev +vew +wew = v + 2vew + Jw|? berechnet, auf die sog. Cauchy-Schwarz—-
Ungleichung hinaus: -

{vew| < lvllwl.

Der Betrag des Skalarproduktes ist also hochstens so groBl wie das Produkt der Normen
seiner Faktoren. Diese Ungleichung ergibt sich aus der Beobachtung, dass die quadratische
Funktion |v+twl? = |v]*+2tvew+ i lw|® der Variablen ¢ € R nur nichtnegative Werte hat.
Daher kann die Diskriminante nicht positiv sein, und das heift (vew)? — |v|*jwl* < 0. Die
geometrische Bedeutung der Dreiecksungleichung ist, dass die Norm der Differenzvektoren
v — w| eine sinnvolle Definition fiir den Abstand zwischen den Punkten v,w in V ist;
denn es gilt dann |u—w| < |u—v|+ |v—w|, d.h. der Abstand von u nach w ist héchstens
so groB wie die Summe der Absténde, die sich beim “Umweg” iiber v ergeben.

Fir das oben angegebene Fuklidische Skalarprodukt auf R™ sind die Grundeigenschaf-
ten leicht nachpriifbar, und der Kuklidische Abstand |x — y| zwischen Vektoren in R”,
also die Wurzel aus der Quadratsumme der Komponentendifferenzen der Vektoren, ist
der iibliche geometrische Abstand in der Zeichenebene R? bzw. im Anschauungsraum R?,
der durch den Satz des Pythagoras motiviert wird. Die fiir das Euklidische Skalarprodukt
oben eingefithrte Notationen und Sprechweisen verwendet man ganz analog fir allgemei-
ne Skalarprodukte, also bedeutet Orthogonalitdt v L w von Vektoren, dass vew = 0
ist und Vektoren v mit |v] = 1 heiflen Einheitsvektoren oder normiert. Die Definition
der Orthonormalsysteme ist damit sinnvoll fiir jeden Vektorraum V, der mit einem Ska-
larprodukt versehen ist, und diese Situation setzen wir im Folgenden stets voraus. Das
wichtigste Beispiel, das man sich immer vorstellen sollte, ist dabei der Zahlenraum R™
mit dem kanonischen (Fuklidischen) Skalarprodukt.

Wir kommen nun zu den angekiindigten besonders schénen Eigenschaften der Orthonor-
malbasen. Die erste Aussage des folgenden Satzes rechtfertigt auch, dass wir iiberhaupt
von “Basen” sprechen.

SATZ: (i) Jedes Orthonormalsystem uy,...,uy in V' ist linear unabhingig, also Basis
des davon aufgespannien Unterraums U;

(i1) Die Koeffizienten eines Vektors v € U bzgl. der Orthonormalbasis sind die Skalar-
produkte von v mit den Basisvektoren, also v = Z?:I(Uj s,

(iii) Skalarprodukt und Norm von Vektoren v,w € U lassen sich berechnen als Euklidi-
sches Skalarprodukt bzw. Euklidische Norm ihrer Koeffizientenvektoren in R, also

vew=3T (o) (e w)  und ol = Y (uye0);

(iv) Jeder endlichdimensionale Unterraum U + {0} von V hat eine Orthonormalbasis.

Die Aussage (ii} bedeutet, dass man fiir die Berechnung der Koeffizienten eines Vektors
bzgl. der Basis kein lineares Gleichungssystem mehr 16sen muss, sondern nur Skalarpro-
dukte auszurechnen braucht - das ist nattrlich viel einfacher.
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Zum Beweis von (i) und (ii) bilden wir das Skalarprodukt von wu; mit einer Linearkom-
bination v == Zfﬂl riu;. Wegen der Bilinearitét gilt w;ev = Z?ﬂ ru; s u;, und weil
ujeu; = 0 st fiir j # ¢ sowie wyeu; = 1, folgt w; e v = r;. Das zeigt, dass die Ko-
effizienten der Linearkombination eindeutig bestimmt sind, also die behauptete lineare
Unabhiingigkeit der wu;, und gleichzeitig die Behauptung (ii). Mit der Bilinearitdt folgt
aus (ii) vew = Z;f':l(uj svujew = Zif:}(uj «v) S8 (uy  w)uy « u;. Beriicksichtigt man
wieder w;eu; = 0 fir § # ¢ und u; e u; = 1, so erhdlt man die erste Gleichung von (iii);

die zweite ist der Spezialfall v = w davon.

Eine wesentliche Aussage, die z.B erst die Anwendung des Satzes auf beliebige Unterrdnme
von R" méglich macht, ist (iv). Dies beweist man mit einem niitzlichen Verfahren, das
ausgehend von einer beliebigen Basis vy,...,v von U rekursiv eine Orthonormalbasis
U,...,u; berechnet und fiir praktische Anwendungen wichtig ist. Deshalb beschreiben
wir nun dieses sog. Gram~Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren:

SN Ug == (’u1 01‘}2)’&1 _ v; — (u; -'uj)ul —_— . (Uj,l "Uj)ujgg__

Ty == Y
27 Norm des Zahlers’ 7 7 Norm des Zahlers

Uy = "Ul |a
Man erhiilt also u; durch Normierung des ersten Basisvektors vy, Vor dem j—ten Schritt
des Verfahrens hat man bereits die Vektoren g, ..., ;.1 des Orthonormalsystems berech-
net, die denselben Unterraum aufspannen wie v1,...v;_1. Beim j—ten Schritt subtrahiert
man zunichst von v; die Linearkombination Y77/ (w;%v;)u; der bereits berechneten Vek-
toren, also den Vektor aus Ruj+.. . +Ru;_1, der dieselben Skalarprodukte mit wy, ... 451
hat wie v. [)ies bedeutet, dass der Differenzvektor orthogonal zu u; ..., u;_4 ist (er ist ge-
wissermaBen die Komponente von »; senkrecht zu us, ..., %;.1). Br ist auch nicht der Null-
vektor; denn sonst wire v; eine Element von von Ruy+.. .+Ru;_ = Ruy+.. .+ Rv;_y, was
der linearen Unabhingigkeit von vy,...,v; widerspriiche. Daher kann man den Differenz-
vektor noch normieren durch Multiplikation mit dem Reziproken seiner Norm und erhilt
so den zu us,...,u;—; orthogonalen FEinheitsvektor u;, der zusammen mit wy,...,u;
denselben Unterraum aufspannt wie v,...,v;. Das Verfahren kann bis j = & fortgesetst
werden und liefert die gesuchte Orthonormalbasis in U = Ry + ... + Ru,.

BEISPIELE: (1) Die kanonische Basis ei,...,€, im Zahlenraum R™ mit dem kano-
nischen (Buklidischen) Skalarprodukt ist das Paradebeispiel einer Orthonormalbasis. Das
Skalarprodukt verschiedener kanonischer Basisvektoren ist offensichtlich 0 und die Bu-
klidische Norm jedes e; ist offensichtlich 1. Wenn man einige kanonischen Basisvektoren
e; durch ihre Negativen ersetzt, so hat man natiirlich ebenfalls eine Orthonormalbasis.
Natiirlich gibt es noch sehr viel mehr Orthonormalbasen in R™. Anschaulich erhéit man
sie alle durch (verallgemeinerte) Drehung der in (1) beschriebenen Basen. Eine Diskussion
dieses Sachverhalts geben wir etwas spéter.

(2) Gesucht ist eine Orthonormalbasis in der Ursprungsebene des R?, die beschrieben
wird durch die Gleichung
i) ——25U2 +3$3 ={.

Eine Basis des Lésungsraums erhalten wir, indem wir z.B. s, 23 als Basisvariable withlen.
Das gibt die Basis (2,1,0) und (~3,0,1} der Ebene. Daranf wenden wir das Orthonor-

malisierungsverfahren an:
2

1 ) =1

N T YA

— N

=]
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Dieser Einheitsvektor ist der erste der gesuchten Orthonormalbasis. Die Kompoenente von
{(—3,0,1) senkrecht dazu ist

~3 ~3 ~3 '
ﬁg = 0 — Uy 0 Uy = 0 - :5—61 1 =
1 1 1 ' 0

i~
=

Dieser Vektor muss jetzt noch normiert, also mit dem Resiproken seiner Norm multipliziert
werden. Das ergibt

N 1 -3\, (-3
S N o) DU Y A
R AR/ o=z W T W

und u;, uo sind eine Orthonormalbasis der Ursprungsebene. Soll diese durch ug erginzt
werden zu einer Orthonormalbasis des R?, so kénnen wir einen weiteren Schritt des Or-
thonormalisierungsverfahrens anwenden aufl irgendeinen von wu;, ug linear unabhéngigen
Vektor v. Man hildet also %y = v = (uy e v)u; — (uz+v)us und normiert dann diesen Vek-
tor noch, um wg zu erhalten. Einfacher ist folgende Beobachtung: Die homogene lineare
Ausgangsgleichung, die uy, us erfiillen, bedeutet, dass der Koeffizientenvektor dieser Glei-
chung (1,-2,3) (als Spaltenvektor aufgefasst) orthogenal zu wj, uy ist. Wir brauchen
also nur noch diesen Koeffizientenvektor zu normieren und erhalten

1 1

= 1 2] =L {-2].
V(2T . VI 4 -

g

Die am Ende des letzten Beispiels gemachte Beobachtung, dass der Koeflizientenvektor
einer homogenen linearen Gleichung orthogonal zu deren Losungsvektoren ist, konnen wir
systematischer beschreiben und anwenden mit Hilfe des folgenden Satzes, wobel wieder
ein allgemeiner Vektorraum V mit Skalarprodukt zugrund liegt:

SATZ und DEFINITION: Jst U ein endlichdimensionaler Uniterraum von V, so ist
Ut ={veViveu=0 firaleu &€ U} wieder ein Unterraum von V, genanni der zu
U orthogonale Unterraum in V oder das orthogonale Komplement von U in V.
Jeder Vektor v € V' besitzt eine eindeutige orthogonale Zerlegung

v=u+ut mit vel und utel-~.
Hat V' endliche Dimension, so gilt
dim¥ +dimU*+ =dmV und (U5 =1.

Beweis: Mit der Bilinearitat des Skalarprodukts sieht man sofort, dass mit v, ¥ auch rv
und v+% orthogonal zu allen w € U sind, also ist U1 ein Unterraum von V. Um die
orthogonale Zerlegung zu beweisen, wihlen wir eine Orthonormalbasis ug,...,ux in U.
(Wenn U7 = {0} ist, so gilt U' =V und die Behauptungen sind klar.) Ist v = u +u*
zerlegt mit v € 7 und u' € Ut so zeigt Skalarprodukthildung mit u;, dass veu; = ueu;
gelten muss fiir 7 = 1...%. Da die Koeffizienten von u bzgl. der Orthonormalbasis die
Skalarprodukte mit den Basisvektoren sind, folgt u = Z?:ﬂ“j » v)u;. Dag demonstriert,
dass u eindeutig durch v bestimmt ist und u* = v—u dann natiirlich auch., Um die Exi-
stenz der Zerlegung zu zeigen, definieren wir fiir gegebenes v € V nun u := Zjﬂ(uj-v)uj.
Dann hat « mit allen wu; dasselbe Skalarprodukt wie v, und wegen der Bilinearitdt des
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Skalarprodukts bedeutet dies, dass v—u orthogenal ist zu allen Linearkombinationen der
u;, also zu allen Vektoren aus /. Mit w' := v—u € U* haben wir also die gesuchte Zerle-

gung v = u . Im Fall dimV < oc kénnen wir uy, ..., u, durch eine Orthonormalba-
SIS U1, ..., Uy, von U' erginzen. (Wenn UV+-={0} ist, so gilt aufgrund der bewiesenen
orthogonalen Zerlegung U/ = V und die Behauptungen sind klar.) Dann ist uq,...,ux

Orthonormalbasis von V, da diese Vektoren wegen der bewiesenen Zeriegung V' erzeugen
und als Vektoren eines Orthonormalsystems auch linear unabhéingig sind. Daraus folgt
nun die Dimensionsgleichung und auch die letzte Aussage, weil eine Linearkombination
zj 18545 genau dann zu Ugyis ..., U orthogonal ist, wenn sgyq = ... = s, = 0 gilt,
Wenn also die Linearkombination in {J liegt.

Allgemein heifit ein Unterraum U ein Komplement des Unterraums [/ eines Vektor-
raums V, wenn jeder Vektor v € V' eindeutig zerleghar ist v = w + U mit u € U und
iel. Man schreibt symbolisch V = U & [/ fiir diesen Sachverhalt und nennt w bzw.
% die Komponenten von v bzgl. der Zerlegung. Im endlichdimensicnalen Fall ist
dquivalent, dass sich Basen von U/ und U zu Basen von V erganzen Eine besondere
geometrische Eigenschaft der orthogonalen Zerlegung v = u + ut ist, dass hier u der
Punkt in I/ mit kleinstem Abstand zu v ist, also der Fulpunkt des Lo‘ces von v auf den
Unterraum /. Das sieht man daran, dass das Quadrat des Abstands von v zu v’ € U
gleich v —u/* = |(u—vu/) +ulf® = Ju—v/|* + ju'|® ist (die letzte Gleichung gilt wegen
(u—t') sut = 0 und ist nichts anderes als der Satz des Pythagoras} und am kleinsten
wird, genau wenn ' = v ist. Analog sieht man, dass ut der zu v nichste Punkt in U+
ist., Man nennt daher u bzw. ut die Orthogonalprojektionen von v auf U bzw. auf
U+, Der Beweis oben liefert folgende Formel fiir die Orthogonalprojektion von v € V' auf

U/ in Termen einer Orthonormalbasis u,...,ux von U:
k
Z(uj «v)u; ist die Orthogonalprojektion von v auf U= Ru; + ...+ Ru,.
=1

BEISPIELE (Anwendungen auf lineare Gleichungssysteme):

(1) Ist Ax = 0 ein homogenes lineares Gleichungssystem und sind a; = (a1, .., i)
die Zeilenvektoren der Koeffizientenmatrix, so kann man die i-te Gleichung schreiben
a;eX = a2 + ... + amz, = 0. Losungsvektoren sind also genau die x € R", die
orthogonal zu allen Koeffizientenzeilen sind. Mit anderen Worten:

e Der Lisungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems fiir n Unbekannle ist
das orthogonale Komplement des Unterraums von R", der von den Zeilenvekioren
der Koeffizientenmatriz aufgespannt wird.

(Wenn man die Vektoren des R™ als Spalten schreibt, so muss man diese Zeilenvektoren
natiirlich transponieren, also als Spaltenvekioren umschreiben.)

Das ertffnet folgende prinzipielle Mdglichkeit, eine Orthonormalbasis des Losungsraums
zu berechnen: Man wihlt eine maximale Anzahl % von linear unabhéngigen Zeilenvekto-
ren der Koeffizientenmatrix aus und ergiingt sie zu einer Basis von R™. Auf diese Basis
wendet man dann das Orthogonalisierungsverfahren an und lasst die ersten k Vektoren
der erhaltenen Orthonormalbasis weg, die ja denselben Raum aufspannen wie die Zeilen-
vektoren der Koeffizientenmatrix. Die Erginzung kann man immer so vornehmen, dass
man kanonische Basisvektoren hinzunimmt, das ist rechnerisch giinstig.
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(2) Eine Ursprungsgerade G in R? beschrieben durch eine Gleichung axy + bay = 0
(mit @ # 0 oder b # 0) ist das orthogonale Komplement G = (R())* des vom Koeffizien-
tenvektor erzeugten 1~dimensionalen Unterraums von R®. Binen zum Koeffizientenvektor
(a,b) orthogonalen Vektor # 0 kann man divekt angeben, nimlich (b, a), und dieser
Vektor ist dann Basis von G. Die Lésungsmenge ist alse G =R(7") und G+ =R(}) ist
die zu (G orthogonale Ursprungsgerade, beschrieben durch die Gleichung —bzy +azs = 0.

(3) In der Ebene x; — 22 + 3z3 = 0 in R? soll eine Orthonormalbasis bestimmt
werden. Hierzu ergéinzen wir den Koeffizientenvektor vy = (1, -2, 3) durch vs := (2,1,0)
und wg := (0,0,1) zu einer Basis von RY. (vy ist ein schon zu v; senkrechter Vektor,
den man direkt “erraten” kann, und der kanonische Basisvektor wvs ist glinstig, weil vq
einen Nulleintrag in dritter Position hat.) Da Orthonormierungsverfahren liefert dann die

Vektoren
1 2 -3

1
2 L1 s

?:11:-‘-1— e , = — 4] ,
VS Gl T Tm s

und die beiden Vektoren us, ug sind eine Orthonormalbasis der Ebene. Ein solche Ortho-
normalbasis hitte man auch erhalten konnen, indem man eine Basis des Losungsraums
direkt bestimmt, z.B. (2,1,0), (~3,0,1) durch Wahl von z,, z3 als Nicht-Basisvariable,
und diese dann orthonormiert. Hier ergibt sich so “zufillig” dieselbe Orthonormalbasis.
Die zweite Vorgehensweise filhrt schneller zum Ziel, aber wir woilten hier die in (1) be-
schriebene Methode veranschaulichen.

Man erkennt, dass das in (1) beschriebene Verfahren, das die Berechnung von n ortho-
normaien Vektoren in R™ erfordert, im Allgemeinen aufwendiger ist als die Berechnung
einer Basis des Lésungsraums mit Hilfe der Zeilen-Stufen—Form und anschliefiender Or-
thonormierung dieser k& Vektoren.

(4) Will man einen (z.B. parametrisch, also durch ein Erzeugendensystem) gegebenen
Unterraum U7 . von R™ als Losungsmenge eines Gleichungssystems darstellen, so kann
man sich Folgende zu Nutze machen:

e Nimmt man die Vektoren einer Basis des orthogonalen Komplements U+ in R™ als
Zeilen einer Koeffizientenmatriz A € R™™, so hat das Gleichungssystem Ax = ()
den Unterraum U als Lisungsmenge.

Die Losungsmenge ist ndmlich nach (1) gleich (U+)*, und das ist nach dem letzten Satz
gleich U. Eine Basis von U' kann man bestimmen, indem man wie in (1) eine Basis von
U zu einer von R™ erginzt und darauf das Orthenormierungsverfahren anwendet, oder
indem man die Vektoren einer Basis (oder eines Erzeugendensystems) von U als Zeilen
einer Matrix B nimmt und mit Transformation auf Zeilen-Stufen—Form eine Basis der

Lisungsmenge des Gleichungssystem Bx= 0 berechnet; denn die Lésungsmenge ist ja U=,

(5) Zu der ven u = (1,2, —1) erzeugten Geraden in R* soll ein beschreibendes Glei-
chungssystem aufgestelit werden. Dazu miissen wir gemif (4) nur zwei linear unabhingige
zu u orthogonale Vektoren finden. Das kann man “im Kopf” erledigen, z.B. sind (1,0,1)
und (—2,1,0) solche Vektoren. Diese nimmt man nun als Koeffizientenzeilen eines ho-
mogenen linearen Gleichungssystems und erhilt fur die gegebene Grade das Gleichungs-
system. '
Iy 4xz=10
—211 g =0
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+I'3 =0

(6) Zur der durch -
1
{ o +x3+x4 =10

definierten Ursprungsebene £ in R* soll eine Basis und fiir die dazu orthogonale Ur-
sprungsebene eine Basis und ein Gleichungssystem bestimmt werden. Das gegebene Glei-
chungssystem hat schon Zeilen-Stufen—Form (é?i ? 8) und mit der Wah! von x5, 24 als
Nicht-Basis—Variable erhilt man {-—1,-1,1,0), (0, —1,0,1) als Basis von E. Ein Glei-

chungssystem fiir £+ ist somit
—X1 —Xg +$3 e
a0

Fine Basis von E* ist gegeben durch die Koeffizientenzeilen {1,0,1,0) und (0,1,1,1)
des urspriinglichen Gleichungssystems (da diese linear unabhingig sind). Wenn man an-
dererseits in dem fiir £+ aufgestellten Gleichungssystem 3,24 als Basis—Variable wéhls,
so erhiilt man die Basis (1,0,1,0), {—=1,1,0,1) der Lésungsmenge E*. Das Gleichungs-
system mit diesen beiden Vektoren als Koeflizientenzeilen
7 +xq =0
{ —x1 -+ +xs="0

hat dann wiederum E als Losungsmenge. (Es entsteht auch durch eine leicht erkennbare
Zeilenoperation aus dem urspriinglichen Gleichungssystem fir F.) B

Die folgende Diskussion soll die frithere Ankiindigung prézisieren, dass man alle Ortho-
normalbasen in RY durch Drehung der kanonischen Basis erhalt und einen Eindruck von
der Gesamtheit aller Orthonormalbasen vermitteln

DISKUSSION (orthogonale Matrizen und orthogonale Transformationen):

(1) Ist A € R™" die Ubergangsmatrix von der kanonischen Basis zu einer anderen
Basis v1,...,V,, sind also v1,...,v, die Spalten von A, so ist das Skalarprodukt der i—
ten Zeile der transponierten Matrix AT mit der j—ten Spalte von A gleich v; ev;. Dieses
Skalarprodulkt ist aber nichts anderes als der Eintrag in Position {7, ) beim Matrixprodukt
ATA. Also ist v, ..., v, genau dann eine Orthonormalbasis in R", wenn gilt

ATA=1, = AAT bzw. dquivalent AT = AT,

d.h. die zu A transponierte Matrix ist die Inverse zu A. Eine quadratische Matrix mit
dieser Eigenschaft heiBt orthogonale Matrix. Aquivalent ist, wie die Uberlegung gezeigt
hat, dass die Spaltenvekioren Euklidische Linge 1 haben und paarweise orthogonal zuein-
ander sind. Aquivalent ist auch dieselbe Aussage iiber die Zeilenvektoren, weil A offenbar
genau dann orthogonale Matrix ist, wenn dies auch auf AT zutrifft (wegen (AT)T = A).
{Die Benennung “orthonormale Matrix” statt “orthogonaie Matrix” wire daher préziser,
ist aber uniiblich.) Eine Konsequenz aus dem Multiplikationssatz fiir die Determinante
ist 1= det(I) = det(AT A) = (det AT)(det A) = (det A)(det A) = (det A)?, also gilt

det(A) = £1 fiir orthogonale Matrizen A.

(2) Wir betrachten allgemeiner einen n-dimensionaler Vektorraum V' mit Skalarprodukt
und mit Orthonormalbasis wu.,...,u, und eine zweite Basis vy,..., 4, mit Ubergangs-
matrix A = (a;;) von den u; zu den vy, also v; = 3" . ayu;. Dann ist nach dem
fritheren Satz itber Orthonormalsysteme das Skalarprodukt zwischen zwei der Vektoren
v; dasselbe wie das Skalarprodukt ihrer Koeffizientenvektoren bzgl. der Orthonormalbasis
Uy,..., Un, also zwischen den entsprechenden Spaltenvektoren von A. Daran sieht man,
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dass die Ubergangsmatrix genau dann eine orthogonale Matrix ist, wenn auch die zwei-
te Basis orthonormal ist. Insbesondere ist die Ubergangsmatrix zwischen zwei beliebigen
Orthonormalbasen eine orthogonale Matrix.

(3) Die orthogonalen n X n-Matrizen A, A, ... bilden bzgl. der Matrix-Multiplikation
eine Untergruppe der Gruppe aller invertierbaren n x n-Matrizen (d.h. A~! und AA sind
wieder orthogonal), genannt orthogonale Gruppe von R™. Unter Beachtung der Sym-
metrie von A' A und von I, enthilt die Matrix—Gleichung AT A = I, formal %n(?ﬂ—l)
verschiedene quadratische Gleichungen fiir die n? Matrixeintrdge a;; von A. Man wird
also erwarten, dass bei einer orthogonalen Matrix in gewisser Weise n® — %ﬂ.(nJrl) =
$(n—1)n Eintréige frei gewshlt werden kénnen. Dies trifft tatsichlich zu und kann ma-
thematisch prézisiert werden. Die orthogonale Gruppe und damit auch die Menge al-
ler Orthonormalbasen in R™ ist eine “Mannigfaltigkeit” der Dimension z(n—1)n. Das
erwithnen wir, damit man einen Eindruck davon gewinnen kamm, “wieviele Orthonormal-
basen es gibt”. Die Gruppe aller invertierbaren n x n—Matrizen, bzw. die Mannigfaltigkeit
aller (nicht unbedingt orthonormalen) Basen in R, hat dagegen Dimension n*; denn man
kann in einer invertierharen n x n—-Matrix 4 alle Eintrége im Wesentlichen frei wahlen.
(Man muss nur den Ausnahmefall det(A) = 0 vermeiden.)

(4) Die orthogonalen 2 x 2-Matrizen sind genau die der folgenden Form:

cosc —sin o cosa sina
D, = ( ) und S, = ( ) .

sinc  cosa sine —cosa

D, beschreibt eine Drehung um 0 in R? mit dem Winkel @ und S, die Spiegelung in R®
an der Ursprungsgeraden mit Winkel 2a zur ersten Koordinatenachse. Die Spaltenvektor-
paare dieser Matrizen sind also die Orthonormalbasen in R®. (Das lduft auf die bekannte
Gleichung (sin o) + (cos @)® = 1 hinaus.)

Die Gruppe der orthogonalen 2 x 2-Matrizen hat die Dimension 1(2—1)2 = 1. In solchen
Matrizen kann man daher einen reellen Parameter frei wihlen, und das ist der Winkel a.
Die Gruppe der orthogonalen 3 x 3-Matrizen hat Dimension £(3—1)3 = 3, also kann man
in einer orthogonalen 3 x 3-Matrix 3 reelle Parameter frei wahlen. Entsprechende Matri-
zen, die von 3 Winkeln abhingen, lassen sich explizit angeben. Eine bessere Einsicht in die
Struktur der Abbildungen T'(x) = Ax von R"™ in sich, die durch orthogonale Matrizen
gegeben sind, gewinnt man aber fiir n > 3, wenm man statt der kanonischen Basis eine
giinstigere, zu T' “passende” Orthonormalbasis wihlt. Wie sich zeigen ldsst, kann man
dies stets so machen , dass die Matrixdarstellung von 7' bzgl. der neuen Orthonormalba-
sis eine einfache “Niagonal-Blockgestalt” besitzt, wobei auf der Diagonalen 2 x 2-Blacke
Deyyoony Dy, mit Winkeln oy zwischen ( und 180 Grad stehen und aufierdem evtl noch
Eintrage +1 und, wenn det{A) = —1 ist, noch ein Eintrag —1 (alle anderen Fintrige sind
Null). Dies bedeutet geometrisch, dass die Abbildung in m paarweise zueinander senk-
rechten Ursprungsebenen eine Drehung um die Winkel a4,...,a, bewirkt und in dem
zu diesen Ebenen orthogonalen Unterraum (wenn er nicht {0} ist}, alle Punkte festlésst
bzw. als Spiegelung wirks.

{5) Die lineare Abbildung 7:R™ — R”, T'(x) == Ax, die durch eine orthogonale Matrix
A definiert wird, fithrt die kanonische Basis in eine Orthonormalbasis vy,...,v, iiber
(die Spaltenvektoren v; = T(e;) = Ae; von A). Der Vektor T(x} hat bzgl. dieser Basis
den Koeflizientenvektor x. Da man die Skalarprodukte von Vektoren als Skalarprodukte
ihrer Koeflizientenvektoren berechnen kann, folgt T(x)«T'(y) = x+y fiir alle x, y € R",
d.h. die lineare Abbildung T erhalt Skalarprodukte zwischen Vektoren. (Das kann man
auch direkt nachrechnen mit (Ax)s{Ay) = (Ax)T Ay = xT AT Ay = x"Iy = xTy = x+y.)
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e Eine n x n-Matriz ist orthogonal, genau wenn die lineare Abbildung T(x) = Ax
Skalarprodukte erhilt, d.h. (AX)e(Ay) =Xy fir alle x, y € R™

Daran erkennt man die geometrische Bedeutung orthogonaler Matrizen A. Mit den Ska-
larprodukten erhalt T(x) = Ax nimlich alle geometrischen Gréflen und Relationen,
die mit dem Skalarprodukt definiert werden kénnen, also z.B. Lingen |T(x)| = |x| (da
x| = /x+x), Orthogonalitit x Ly <= T{x) L T(y) (da x Ly < x+y = 0) und die
Winkel <(x,y) zwischen Einheitsvektoren (die definiert sind durch die Bedingung, dass
ihr Kosinus gleich x«y ist). Man nennt solche Abbildungen 7:R™ — R"™ daher auch
verallgemeinerte Drehungen des n-dimensionalen Zahlenraumes, genauer (eigentli-
che) Drehungen, wenn det(4) =1 ist, und Drehspiegelungen im Fall det(4) = —1.

(6) Eine lineare Abbildung 7:V — W szwischen Vektorrdumen mit Skalarprodukt heifit
orthogonale Abbildung, wenn sie Skalarprodukte erhilt, wenn also gilt T'(v) «T(7) =
pe¥ fiir alle v, ¥ € V. Nach (5) sind die orthogonalen Automorphismen des R™ (d.h.
die orthogonalen Abbildungen des Raums in sich} genau die der Form x +— Ax mit einer
orthogonalen n x n~Matrix A. Wie in (5) sieht man auch fiir allgemeine orthogonale Ab-
bildungen 7°:V — W, dass T die Linge von Vektoren erhdlt. Insbesondere gilt T(v) = 0
nur fiir v = 0, d.h. T ist injektiv; daher muss dimW > dimV sein, wenn eine ortho-
gonale Abbildung von V' in W existiert. AuBerdem erhilt T auch Orthogonalitit (und
allzemeiner die Winkel) zwischen Vektoren, also transformiert T Orthonormalsysteme
in V in Orthonormalsysteme in W und, wenn V und W dieselbe endliche Dimension
haben, Orthonormalbasen von ¥ in Orthonormalbasen von W . Genauer sind fiir lineare
T:V — W zwischen Vektorrdumen mit Skalarprodukt folgende Aussagen Aquivalent:

(i) T ist orthogonale Abbildung, erhdll also Skalarprodukte, T(v)«T(w) =vew;
(i) T erhilt die Norm von Vektoren, [T(v)| = jv;

(iti) T erhélt Abstinde, |T(v) —T(w)| = v —wi;

(iv) T fihrt Orthonormalsysteme in Orthonormalsysteme dber;

und wenn dim V' < o und eine Orthonormalbasis in V' spezifiziert ist, auch noch:
(v} T fihrt die gegebene Orthonormalbasis in ein Orthonormalsystem von W dber.

In den Gleichungen ist dabei auf der linken Seite natiirlich stets das Skalarprodukt bzw.
die asscziierte Norm in W zu nehmen und rechts im Raum V. Dass aus (i) die anderen
Aussagen folgen, haben wir schon iiberlegt. Mit dem Argument aus (5) sieht man, dass
aus {iv) und daher erst recht aus (v) auch (i) folgt, weil zwei linear unabhéngige Vektoren
in V stets in einer von zwei orthonormalen Vektoren aufgesparmten Ursprungsebene
liegen. Die Aquivalenz von (ii) mit (ili) ist klar wegen der Linearitat T(v) — T(w) =
T'(v — w). Bs muss also nur noch itberlegt werden, dass aus der Léngenerhaltung (ii) die
Skalarprodukterhaltung (i) folgt. Dies liegt daran, dass man Skalarprodukte durch Léngen
ausdriicken kann mit folgender sog. Polarisationsformel:
[+ wff = o —wf =l + 2ew + jwf = {off —2vew + w]?) =dvew.

Wenn man iiberlegt, welche linearen Abbildungen T:V — W Orthogonalitdts—erhaltend
sind, also v L w == T{v) L T{w) erfilllen, so findet man, dass dies genau die Vielfachen
T = rS von orthogonalen Abbildungen §:V — W sind {r € R). Solche Abbildungen
nennt man, wenn 7 # 0, also T nicht die Nullabbildung ist, Ahnlichkeitsabbildungen,
weil sie Abstandsverhiltnisse erhalten (wenn auch nicht unbedingt die Absténde selbst)
und weil man in der elementaren Geometrie Figuren mit gleichen Abstandsverhiltnissen
“shnlich” zueinander nennt.
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{7} Abstandserhaltende Abbildungen zwischen Raumen, in denen eine Abstandsmessung
zwischen Punkten definiert ist, heiflen isometrische Abbildungen oder Isometrien.
Fiir Isometrien ¥V — W zwischen Réumen mit Skalarprodukt kann man zeigen, dass
sie antomatisch linear sind, wenn man noch eine Verschiebung in W so vorgenommen
hat, dass der Nullpunkt von V in den Nullpunkt von W abgebildet wird. Gema$ (6)
haben solche Isometrien also die Form V 3 v — T(v)+w € W mit einer orthogonalen
Abbildung 7' von V' nach W und einem festen Vektor w € W. Umgekehrt sind aile
Abbildungen dieser Gestalt auch isometrisch. Im Fall V' = W = R" sind also die iso-
metrischen Selbstabbildungen genau die der Form x +— T(x) + b = Ax + b mit einem
orthogonalen Automorphismus 7' des R™ hzw. einer orthogonalen n x n-Matrix A und
einem Vektor b € R™. Diese Abbildungen nennt man auch Bewegungen oder Kongru-
enzen des n—dimensionalen Fuklidischen Raumes. [

Wir schlieBen diesen Abschnitt, der schon recht weit in die lineare Algebra geliihrt hat,
mit einem Hauptsatz der linearen Algebra, der spéter bei der Optimierung (Maximum-—
oder Minimum-Bestimmung) von quadratischen Funktionen oder von allgemeineren dif-
ferenzierbarern Funkiionen mehrerer Verdnderlicher nitzlich sein wird. Der Satz hangt
zusammen mit der fritheren Beobachtung, dass einé lineare Selbstabbildung 7'(x} = Ax
des R™ bzgl. einer “giinstigen” Basis w.,...,u, unter Umstinden eine Matrixdarstellung
hat, die viel einfacher ist als die Matrix A € R™", welche T bzgl. der kanonischen
Basis ey,...,e, darstellt. “Einfach” wire in diesem Zusammenhang z.B. eine Diagonal-
matrixdarstellung, d.h. es gilt T'(w;) = Au; mit gewissen reellen Zahlen A; (den Diago-
naleintragen}. Anders gesagt: Die Basis uy,...,u, besteht aus Eigenvektoren von A und
die Zahlen A; sind die zugehorigen Eigenwerte (siehe 3.4), Wenn dies gilt und wenn die
Basis w4, ...,u, orthonormal ist, so haben wir {wegen &, = 0 fiir ¢ # j)

Ui » (A’Uj) = U;e ()\J’LLJ) = Ajé’i’j = Aifsij = ()\iui) eU; = (Aui) °Uj,

n T

und fiir Linearkombinationen v = 3°7  ruy und w = >"7 | s;u; daher:

n T

ve (Aw) = Z Zrisj uye (Au;) = Z Zrisj(Aui) cu; = (Av)ew,

=1 j=1 i=1 jeel
Fiir die Eintriage der Matrix A folgt insbesondere
Cbij = g e (A(Ej) = (AEI) '€j = (Iji,

d.h. die Matrix 4 ist symmetrisch, Wenn wir also eine Chance haben wollen, zur linearen
Abbildung T(x) = Ax eine Orthonormalbasis zu finden, bzgl. der die Abbildung durch
eine Diagonalmatrix dargestellt wird, so muss A symmetrisch sein! Der folgende Satz
sagt, dass man allein unter dieser — notwendigen — Voraussetzung dann auch tatsschlich
schon die gesuchte Orthonormalbasis wie gewiinscht finden kann.

Satz (von der Hauptachsentransformation):
Ist A eine symmetrische nxn-Matriz, so gibt es eine Orthonormalbasis uy, .. ., u, von R"
aus figenvektoren von A, also Au; = \u; fir gewisse Eigenwerte ;€ R und 1 =1...n.

Ist B die orthogonale Matrix mit den wu; als Spalten, so ist also dann B~!AB = BTAB
die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten A; € R als Diagonaleintrigen.
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Zum Bewess geniigt es im Wesentlichen, einen einzigen Eigenwert A und zugeh6rigen nor-
mierten Eigenvektor u von A zu finden, Wegen der Symmetrie us(Av) = (Au)ev = Ausv
bildet A dann das orthogonale Komplement (Ru}* in sich ab. Dieses Komplement ist
ein (n—1)-dimensicnaler Unterraum und dafiir kénnen wir den Satz bereits als bewiesen
annehmen (Induktionsbeweis), so dass es eine Orthonormalbasis von (Ru)* aus Eigen-
vektoren von A gibt, die u zu einer Orthonormalbasis von R™ ergiinzt. {Genauer bildet
man {Ru)® mittels Wahl einer Orthonermalbasis durch einen Isomorphismus auf R1
ab, wobei Skalarprodukte erhalten werden und die Wirkung von A anf (Ru)™ daher im
Bild R* ! durch eine symmetrische (n—1) x (n—1)-Matrix A’ dargestellt werden kann.
In R*~! gibt es dann nach Induktionsannahme eine orthonormale Basis aus Bigenvekto-
ren von A’, und unter dem Isomorphismus entspricht diese einer Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren von A in (Ru)*.)

Um den Eigenwert A und Eigenvektor u zu finden gibt es zwei Wege. Ein algebraisches
Argument ist, dass es jedenfalls einen komplexen Eigenwert A € € gibt, weil die algebrai-
sche Gieichung det(tl,—A) = 0, deren Lisungen ja die Eigenwerte sind, gemi8 dem fir
C giltigen Fundamentalsatz der Algebra stets eine Losung hat. Zu A gibt es dann auch
einen Eigenvektor, der allerdings komplexe Eintrége haben kann, also die Form x-+1y # 0
hat mit x, y € R* (und der imagindren Einheit 1, also 1 R ) Die mit der Symmetrie
der Matrix A dquivalente Gleichung ve{Aw) = (Av) «w gilt nun aber auch fiir Vektoren
mit komplexen Eintragen. Wahlen wir insbesondere v := x +iy und w =7 = x —1y, $0
folgt: AveT = (Av)sT = ve(AT) = v+ (Av) = ve () = Mv+T. (Hier bezeichnet Z = z — Iy
die konjugiert komplexe Zahl zu z = z + iy fiir z,y € R.) Da nun v+7 = [x]* + |y|*
reell und positiv ist, folgt A = X, d.h. der Eigenwert A ist in Wahrheit reell. Dann gibt
es dazu natiirlich auch einen reellen normierten Eigenvektor w.

Das zweite Argument ist analytisch und hat mehr Bezug zu den Optimierungsaufgaben,
auf die der Satz spater angewendet wird. Hierbei wihlt man u als einen Einheitsvektor,
fiir den x s (Ax) einen kleinstmdglichen Wert hat. Eine solche Stelle existiert, weil die
quadratische Funktion x + xs(Ax) = > 7., a;;2:7; auf der Menge der Einheitsvektoren,
die eine beschrinkte und abgeschlossene Menge in R” ist, ein Minimum annimmt. (Das
wird in der Analysis bewiesen.} Fiir jeden zu u orthogonal@n Einheitsvektor und alle t € R
gilt dann we(Au) < ﬁ(u-}—tv)-(fiu%—f:m;) = s (Au) + tue( Av) +tve{ Au) -+t ve( Av)],
weil m(u + ) auch ein Einheitsvektor ist. Fir kleine £ > 0 kann das nur sein, wenn
we(Av) +ve{Au) = 0 ist; denn die Terme mit 1* sind vernachldssighar, wenn 0 < ¢ < 1.
Wegen der Symmetrie u-(Au) (Au)sv = ve(Au) folgt dann ve{Au) = 0 fiir alle zu u
senkrechten Einheitsvektoren v. Dies bedeutet aber, dass Au in dem zu diesen Vektoren v
orthogonalen Unterraum liegt und das ist Ru. Also gilt Au=Au mit einer reellen Zahl A.

DISKUSSION: (1)} Sind V,W endlichdimensionale Vektorrdume mit Skalarprodukt
und T:V — W eine lineare Abbildung, so gibt es eine eindeutig bestimmie Abbildung
T W — V mit

weT(w)=T*w)sv firalle veV, weW

T* heiBt diezu 7 adjungierte lineare Abbildung. Sind Orthonormalbasen vy,...,v,

bzw. wy,..., Wy in V bzw.in W gegeben und hat T diesbeziiglich die Ma,trmda:zs‘rellung
A, also a;; = w%-T( 3), 50 hat T* bzgl. derselben Basen die transponierte Matrix AT als
Matrixdarstellung; denn es ist v; « T%(w;) = T(v;) ¢ w; = a;;. Damit kann man auch die
Existenz und Eindeutigkeit von T* einsehen: Es muss T™(w) = > °_; (T(v;)+w)v; gelten,
und durch diese Formel kann man T* definieren und 7*(w)ev = w«T{v) nachweisen.
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Ist nun TV — V eine Abbildung von V' in sich, so heiflt T selbstadjungiert, wenn
T = T gilt. Aquivalent ist, dass die Matrixdarstellung von T bzgl. einer (und jeder)
Orthonormalbasis in V' symmetrisch ist. Die selbstadjungierten Abbildungen entsprechen
also hier den symmetrischen n x n-Matrizen im vorigen Satz. Und man kann den Satz
mit gleichem Beweis oder mittels Ubetragung durch einen orthogonalen Automorphismus
von R™ auf V' in folgender Form aussprechen (fiir endlichdimensionale V'}:

e [st T:V — V eine selbstadjungierte lineare Abbildung, so hat V eine Orthonor-
malbasis aus Figenvektoren zu T,

(2) Eine Funktion auf R™ der Form
Q(X) = Z CLij.’I'il‘j- fiir x = (331, ce ,Cl?n) e R™

ij=1
nennt man eine gquadratische Form oder eine homogene quadratische Polynom-
funktion von n Variablen. Man kann hier stets Symmetrie der Matrix A = (a;;) € R™*”
annehmen; notigenfalls ersetzt man a;; durch %(aij +a;), ohne den Wert der Summe zu
andern.

S(x,y) =x+{Ay) = Z a;xy; fir x, y € R?
ij=1

heifit die zu ¢ (oder zur symmetrischen Matrix A) gehdrende symmetrische Bilinear-
form auf R". Diese hat alle Eigenschaften eines Skalarproduktes bis auf méaglicherweise
die Positivitdt, d.h. man hat Symmetrie S(x,y¥) = S(y,x) und Linearitét in jeder der
Variablen x, y, wenn man die andere jeweil festhiilt. Die symmetrische Bilinearform S
bestimmt @ durch Q(x) = S(x,x) und die symmetrische Matrix A durch a;; = S{e;, ;).
Umgekehrt bestimmt ¢ auch S durch die Polarisierungsformel 45(x,y} = Q{x+y)} —
Q(x—y). Quadratische Formen, symmetrische Bilinearformen und symmetrische Matrizen
sind also dquivalente Begriffsbildungen.

(3) Fir quadratische Formen Q(x) = x+(Ax) folgt, wenn man x = > 0 (u;e2)u; als
Linearkombination einer Orthonormalbasis von Eigenvektoren wu; von A schreibt und
Uje (/iul) = U e (/\?’UZ) — /\15%, bEJI'ﬁCkSiChtigt:

Q(X) = )\](ul OX)Q + )\Q(UQ 'X)2 + ...+ )\n(un °X)2.

Dies bedeutet, dass ) darstellbar ist als Linearkombination von “vollstdndigen Quadra-
ten”, genauer von Quadraten linearer Funktionen 7;(x) = uyzy + ... 4 Up@, mit linear
unabhéngigen Koeflizientenvektoren. Das ist gewissermafien ein allgemeiner Satz iiber
quadratische Ergédnzung.

Sind alle Eigenwerte A; positiv, so beschreibt die Gleichung Q(x) = 1 ein im Allgemeinen
“schief” in R™gelegenes Ellipsoid (Ellipse, wenn n = 2; sind einige A; < 0, so kénnen
auch andere Kegelschnitte wie Hyperboloide, Paraboloide,... auftreten). Die durch die
Eigenvektoren definierten Geraden Rug,...,Ru, sind dann die geometrischen Achsen
dieses Ellipsoids. Daher riihrt der Namen “Hauptachsentransformation”.

(4) lm Hinblick auf Anwendungen in der Optimierung ist man an Kriterien dafiir interes-
siert, dass eine quadratische Form Q(x} = x+(Ax) auf R” die eindeutige Minimumstelle
0 hat, dass also Q(x) > 0 gilt fiir alle x £ 0. Man nennt in diesem Fall die quadratische
Form ¢ bzw. die symmetrische n x n-Matrix A positiv definit. An dem Ausdruck
Z? g1 Qi L kann man das oft nicht direkt ablesen, selbst wenn alle a;; > 0 sind, weil
die gemischten Produkte z;2;, i # j, ja auch negative Werte annehmen kénnen.
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Aus (3) sehen wir aber sofort:

o Die symmetrische Matriz A ist positiv definit, also x+(Ax) >0 fiir alle 0#x€R",
genau wenn alle Figenwerte der symmetrischen Malriz A positiv sind.

Die quadratische Form ist dann eine Summe von “vollsténdigen Quadraten”. Da die De-
terminante von A gleich der Determinante der Diagonalmatrix B7YAB ist, also das Pro-
dukt der Eigenwerte (mit ihrer Vielfachheit aufgefiihrt), ist dann folglich auch det(A4) > 0.
Allgemeiner sind die Eigenwerte und die Hauptminoren, d.h. die Determinanten der zur
Diagonalen symmetrisch gelegenen k x k—Untermatrizen, positiv; das sicht man, indem
man in die quadratische Form Vektoren einsetzt, die Nulleintréige in den Positionen haben,
die den gestrichenen Zeilen und Spalten entsprechen, und die entstehende quadratische
Form auf B* betrachtet. Insbesondere sind die Diagonaleintriige a; = e+ (Ae;) einer po-
sitiv definiten Matrix allesamt positiv. An diesem notwendigen Kriterium kann man oft
direkt erkennen, dass keine Definitheit vorliegt. Interessant ist, dass man umgekehrt an
der Positivitit der Determinante von wenigen speziellen Untermatrizen schon die positive
Definitheit von A erkennen kann. Man braucht dazu nur die sog. fithrenden Hauptmi-
noren zu betrachten. Unter dem k—ten fihrenden Hauptminor von A € R™™ versteht
man dabei die Determinante der Untermatrix, die aus A durch Streichen der letzten
n—k Zeilen und der letzten n—k Spalten entsteht (k = 1...n). Es gilt dann folgendes
Hauptminoren—Kriterium:

e Fine symmetrische Matriz A ist positiv definit, genau wenn all ihve fiihrenden
Huauptminoren positiv sind.

Beim Beweis mit Induktion kann man wieder annehmen, dass das Kriterium fiir sym-
metrische {(n—1) x (n—1)-Matrizen schon bewiesen ist. Die Untermatrix A’, die aus A
durch Streichen der letzten Zeile und Spalte entsteht, ist also positiv definit. Daher gibt
es eine orthogonale {(n—1) x (n-1)-Matrix B, so dass B'TA'B' Diagonalmatrix ist mit

positiven Diagonaleintrigen A%, ..., A, ;. Es folgt:
Mo... 0 ¢
0 0 ! !
BrT : B . 0
- A . — : . :
0 0 5 \
0...0 1 0...0 1 n-1 Cn-1
€1 +v- Cp—1 Onp
= B

Die Determinante der linken Seite unterscheidet sich nur umn einen positiven Faktor (das
Quadrat von det(B)) von det(A), und die der Matrix rechts kann mit Zeilenoperationen
leicht zu § = app — /N — ... — A _1 /A, | berechnet werden. Dieser Ausdruck ist also
positiv. AuBerdem erhélt man

n—1 n—1
C'x e {AC1x) = Z(}\imf 4 20i5,)  QppTE = Z N(ztcima /NP -+ 622,
i=1 =1

wobei die rechte Seite > 0 ist, wenn (0 # x € R®. Da mit x auch C~!x alle Vektoren in
R\ {0} durchlauft, ist damit die positive Definitheit von A bewiesen.

Eine Warnung noch: Die symmetrische n x n-Matrix A ist negativ definit, d.h. —A
ist positiv definit, genau wenn all ihre Eigenwerte negativ sind. Fiir die Hauptminoren
gilt das aber nicht! Weil sich die Determinante einer k x &-Matrix um den Faktor (—1)*
indert, wenn man sie mit —1 multipliziert, ist negative Definitheit vielmehr Hguivalent
damit, dass der k—te fithrende Hauptminor das Vorzeichen (—1)F hat fir k=1...n. ®
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Kap. 3, Abschnitt 3.5

BEISPIEL und DISKUSSION: Die quadratische Form

aus R3 soll auf Hauptachsenform gebracht und auf positive Definitheit untersucht werden.
Zuniichst bestimmen wir die symmetrische 3 x 3-Matrix A mit Q(x) = x«(Ax). An den
Koeflizienten von ) liest man ab (beachte, dass a;; = a;; die Halfte des Koeffizienten von
x;2; ist fir ¢ < j, wenn nur Produkte z;z; mit ¢ < j aufgefiihrt sind):

1 -1 2
A=1]~-13 O
2 060

Um die BEigenwerte zu bestimmen, berechnen wir das charakteristische Polynom:

t=1 1 -2
pat) =det{tly — A)=det | 1 t=3 0 | = —10# + 22¢.
-2 0 t-6

Die Bigenwerte sind die Nullstelien. Ein Eigenwert ist also A; = 0, zwei weitere ergeben
sich dann durch Lésen einer quadratischen Gleichung zu Ay = 5—/3, A3 = 5+/3.
Zugehorige Eigenvektoren berechinet man nun als nichttriviale Ldsungen der homogenen
Gleichungssysteme (I3 — A)x = 0. Man findet damit die Eigenvektoren

3 H 1
Uy = 1 s :‘:I‘Z — —2_-\/3 , GS — __2_!_\/5
-1 1-v3 14+/3

oder Vielfache davon. Diese Vektoren sind schon paarweise orthogonal zueinander, und
das muss auch so sein; denn es giit allgemein:

o [Lligenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten einer symmetrischen Maltriz sind or-
thogonal zueinander.

Das sieht man aus Aluwev) = (Au)ev = uve (Av) = plue+v), wenn Au = Au ist und
Av = pv. Wenn Eigenwerte A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms mit einer
Vielfachheit k& > 1 auftreten, so hat der entsprechende Eigenraum, das ist die Ldsungs-
menge des Gleichungssystems (Al — A)x = 0, die Dimension k; das folgt aus dem Satz
iiber die Hauptachsentransformation. Bei der Berechnung von k linear unabhéngigen
- Losangen wird man dann zuniichst im Allgemeinen nicht schon & zueinander orthogona-
le Eigenvektoren zu diesem Eigenwert A erhalten, aber man kann k linear unabhang1ge
Eigenvektoren ja immer orthonormieren.

Um die Hauptachsentransformation fiir das obige Beispiel abzuschlielen, brauchen wir die
Figenvektoren %; also nur noch zu normieren. Resultat ist die folgende Orthonermalbasis
des R?® aus Eigenvektoren von A:

1 1
g 1 o 1 = 1
=t 1], el -2v3]|, Tzt |-2+/3

VIEL 1242v3 \ [_/3 12-2V3 \ 1../3
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Damit, ergibt sich nun die folgende Darstellung der quadratischen Form als Summe “yoll-
sténdiger Quadrate”:

Q(X): A (ul ® X)2 -+ )\Q(UQ o X)Q + )\3(%3 s X)2

B f"?ifif—g[mlm(2+\/§)wz+(1—\/§>$3]” %{ml—@—x/‘é)m(lﬂ/ﬁ)m#

Auf diese Darstellung von @Q(x) als Summe von Quadraten linearer Ausdriicke in x
wire man durch Probieren wohl kaum gekommen. Die Berechnung einer Hauptachsen-
transformation ist, wie man sieht, zwar aufwendig, erfordert aber nur einfache Standard-
algorithmen. Tm ersten Schritt muss man die Eigenwerte bestimmen als Nullstellen des
charakteristischen Polynoms. Das ist bel Grad n > 3 nur “mit Glick” exakt durchfiihr-
bar. Wenn man die Eigenwerte alle gefunden hat, so sind die weiteren Schritte elementare
lineare Algebra; man muss nur noch homogene lineare Gleichungssysteme lgsen und die
Lisungen normieren, bzw. bel Dimension des Lisungsraums > 1 eine Orthonorimalbasis
von Losungen darin bestimmen.

Da der Eigenwert A\; = 0 auftritt, ist ibrigens ¢ nicht positiv definit; vielmehr nimmt
Q(x) den Wert Null auf gewissen Vektoren x # 0 an, genauer gesagt: Q(x) = 0 <=
x € Ru;. Immerhin sieht man, dass Q(x) > 0 gilt fir alle x. Dann nennt man die
quadratische Form bzw. die zugehérige symmetrische Matrix A positiv semidefinit.
Aquivalent ist, dass A keine negativen Eigenwerte hat. Bei positiv semidefiniten Matri-
zen sind alle Hauptminoren nichtnegativ, insbesondere also die Diagonaleintrage und die
Determinante.

Das Hauptmincren—Kriterium fiir positive Definitheit lasst sich nur teilweise zu einem Kri-
terium fiir Semidefinitheit erweitern. Der Beweis des Hauptminorenkriteriums oben zeigt
immerhin, dass A jedenfalls dann positiv semidefinit ist, wenn alle fiihrenden Hauptmi-
noren bis auf den zum grofiten Format n x n positiv sind und wenn nur der Hauptminor
zum grifien Format, also die Determinante der n x n-Matrix A selbst, Null ist. Es gibt
danm einen Null-Eigenwert mit Vielfachheit 1, und alle anderen sind positiv. Wenn A
aber den Eigenwert Null mit Vielfachheit > 1 hat, so ist auBer det{A) auch mindestens
noch ein fithrender Hauptminor zu kleinerem Format Null. Und man kann leider nicht
umgekehrt auf positive Semidefinitheit schlieBen, wenn etwa die fithrenden Hauptminoren
zu den beiden groften Formaten n x n und (n—1) x (n—1) Null sind und die anderen
positiv. Das zeigt z.B. die Matrix

= et e
— et b

die zur quadratischen Form
2
x] + ’L‘% b Qg + 2223 + 20073

gehort, welche indefinit ist, d.h. positive und negative Werte annimmt. Aquivalent ist,
dass die symmetrische Matrix positive und negative Eigenwerte hat. -



