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Kapitel 5: Analysis der Funktionen mehrerer Variablen

5.1 Funktionen von mehreren Verinderlichen,
partielle Ableitungen und Elastizitidten

Die meisten ckonomischen Vorgdnge hédngen von mehreren Parametern ab und werden
dementsprechend mathematisch modelliert durch Funktionen von mehreren reellen Va-
riablen. Funktionen von einer Verédnderlichen erhélt man in solchen Modellen nur, indem
man die Diskussion auf einen Parameter konzentriert, der als unabhéngige Variable an-
gesehen wird, und alle iibrigen Parameter als konstant annimmt (die sog. c.p.—Bedingung
— “ceteris paribus”). Diese Annahme ist aber hdufig unrealistisch, und es ist notwen-
dig, das Funktionsverhalten zu analysieren, wenn mehrere Parameter gleichzeitig variie-
ren. Man hat dann eine (reelle) Funktion von mehreren reellen Verinderlichen
f(z1,...,x,) zu betrachten, die fiir jede Spezifikation der Werte der n unabhéngigen Va-
riablen z1,...,z, € R als “Eingabe” eine reelle Zahl f(xi,...,x,) als “Ausgabe” liefert.
Mathematisch gesprochen handelt es sich um eine Abbildung f:R"™ D D — R, die jedem
Element x = (z1,...,x,) aus dem Definitionsbereich D, der eine (nichtleere) Teilmenge
des n—dimensionalen Zahlenraums R™ ist, eine reelle Zahl f(x) = f(xy,...,2,) € R als
Funktionswert zuordnet. Zur Notationsvereinfachung werden dabei die nunabhéngigen
Variablen zu einer Vektorvariablen x = (z1,...,z,) zusammengefasst, die in D C R”
variiert. Bei einer niedrigen Anzahl der unabhéngigen Variablen werden diese héufig
nicht durchnummeriert, sondern mit x,y, z, ... oder anderen Buchstaben bezeichnet; man
schreibt also f(z,y) (oder f(u,v) etc.) fiir eine Funktion von zwei Verdnderlichen und
f(z,y,2) (oder f(r,s,t) etc.) fiir eine Funktion von drei Variablen. Bei dieser Notation
bezeichnet dann jeder Buchstabe z,y, z,... eine reelle Variable, wiahrend x bei der Vek-
tornotation R” D D 5z +— f(z) € R fiir einen Satz (z1,...,z,) von n reellen Variablen
steht. Aus dem Kontext ergibt sich jeweils, ob eine reelle oder eine vektorielle Variable
gemeint ist. (Notigenfalls kann man die vektoriellen Variablen durch eine Notation wie
X,y,... von den reellen Variablen unterscheiden.)

Wenn ein 6konomischer Sachverhalt nicht durch eine, sondern durch mehrere reelle Grofien
beschrieben wird, die von denselben reellen Parametern abhéngen, so hat man m > 2
reelle Funktionen fi,..., f,, von n reellen Variablen z = (z1,...,x,) in demselben
Definitionsbereich C R™ zu betrachten. Mathematisch gesprochen ist hierdurch eine Ab-
bildung F:R"” D D — R™ definiert, die jedem x € D den vektoriellen Wert

F(z) = (filz), f2(x),.. -, fn(2))
= (filzr,. ., zn), folxr, ooy xn), ooy (g, . x,)) €R™

zuordnet. (Oft werden diese m—gliedrigen Vektoren auch als Spalten geschrieben; wir
hatten ja vereinbart, dass (yi,...,ym) eine typographisch giinstigere Notation fiir den
m—gliedrigen Spaltenvektor mit Eintragen i, ...,y € R sein soll.) Man nennt F' dann
eine Vektorfunktion von mehreren Verédnderlichen und fi, f5,..., f,, ihre Kom-
ponentenfunktionen. Diese sind skalare Funktionen, wie R-wertige Funktionen auch
genannt werden, um sie zu unterscheiden von “echten” Vektorfunktionen. (Streng genom-
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men ist auch eine reellwertige Funktion eine “Vektorfunktion”, eben eine mit Werten
im Vektorraum R = R!. Alles was im Folgenden iiber Vektorfunktionen gesagt werden
wird, gilt daher insbesondere auch fiir skalare Funktionen. Wir reservieren den Ausdruck
“Vektorfunktion” aber im Allgemeinen fiir “echte” Vektorfunktionen.)

Eine R™—wertige Funktion F' enthéalt dieselbe Information wie das m—tupel ihrer reellen
Komponentenfunktionen fi,..., f,,. Deshalb schreibt man einfach F' = (fi,..., f;n), um
anzuzeigen, dass F(z) = (fi(z),..., fm(x)) ist fiir alle x aus dem gemeinsamen Defi-
nitionsbereich D der Komponentenfunktionen f;. Die Analysis der Vektorfunktion F
lauft im Wesentlichen auf die Untersuchung ihrer reellen Komponentenfunktionen hinaus;
deshalb werden wie uns im Folgenden iiberwiegend mit reellen Funktionen befassen. Bei
einer kleinen Anzahl von Komponentenfunktionen verzichtet man oft auf ihre Nummerie-
rung und schreibt also (f,g) bzw. (f,g,h) fiir die R*-wertige Vektorfunktion mit den
reellen Komponentenfunktionen f,g bzw. fiir die R3-wertige Funktion (f,g,h) mit den
skalaren Komponenten f, g, h. (Man konnte andererseits auch f(x) = (fi1(x),..., fm(z))
fiir die Vektorfunktion mit Komponenten f; schreiben, so dass f fiir eine Vektorfunktion
steht. Doch bevorzugen wir im Allgemeinen Groflbuchstaben, um Vektorfunktionen schon
durch die Notation als solche kenntlich zu machen.)

Bei der Analyse einer vorgelegten Funktion von mehreren Verénderlichen sollte man sich
— wie in der Linearen Algebra — zuerst Klarheit tiber die Formate von “Eingaben” und
“Ausgaben” verschaffen. Man bestimmt oder spezifiziert also zuerst

o die Anzahl n der unabhdngigen Variablen (Komponentenzahl der Eingabevektoren)

e und die Anzahl m der Komponentenfunktionen (Komponentenzahl der Funktions-
werte; m = 1 bei skalaren Funktionen, m > 1 bei Vektorfunktionen).

Mit dem Definitionsbereich nimmt man es dagegen in der Analysis und insbesondere in
der Wirtschaftsmathematik nicht so genau. Er wird oft nicht genau angegeben, sondern
man unterstellt, dass irgendein fiir die betrachtete Funktionsvorschrift mathematisch oder
okonomisch sinnvoller Definitionsbereich gewéhlt ist, ohne diesen néher zu spezifizieren.

BEISPIELE: (1) Haiufig auftretende Definitionsbereiche fiir Funktionen von n Va-
riablen sind neben dem ganzen Zahlenraum R" die Menge RY, aller positiven Vektoren
bzw. die Menge RZ, aller nichtnegativen Vektoren, wobei die Vektoren = = (x1,...,z,)
gemeint sind, deren Eintrige x; allesamt positiv bzw. alle nichtnegativ sind. Allgemeiner
sind (Kartesische) Produkte von Intervallen D = I} x Iy x ... x I,,, womit die Menge
aller © = (z1,x9,...,x,) € R" bezeichnet ist, fiir die z; im ersten, x5 im zweiten . ..und
x, im letzten der gegebenen Intervalle Iy, I5,...,I, C R liegt. Haben alle Intervalle I;
eine endliche positive Lénge, so nennt man D einen Quader mit den Kantenintervallen
I; bzw. einen Wiirfel, wenn die Léngen alle gleich sind (und in der Zeichenebene R? bzw.
im Anschauungsraum R? ist D dann ein Achsen—paralleler Quader bzw. Wiirfel).

(2) Die (nach den konstanten Funktionen) einfachsten Funktionen von n Verénderlichen
sind die (affin) linearen Funktionen

E@):a1$1+a2x2+...+an:pn+b:a.x+b

mit Koeffizientenvektor a = (ay,...,a,) € R” und Inhomogenitéit b € R im skalaren Fall
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bzw.
a11T1 + a12T9 + ...+ ALy + bl

211 + a929T9 + ...+ AonTy + b2

L(z) = . =Ar+b
Ap1T1 + Ap2%o + ... + ATy + bn

mit Koeffizientenmatrix A = (a;;) € R™*" und Inhomogenitét b = (by,...,b,) € R™ im
vektoriellen Fall. Diese Funktionen waren der Gegenstand der Linearen Algebra (Kap. 3),
und mit Hilfe der Linearen Algebra kann man fiir solche Funktionen alle interessierenden
Fragen beantworten und alle relevanten Gréflen konkret ausrechnen. In der Realitét sind
aber 6konomische Abhéngigkeiten selten linear; sie lassen sich hochstens lokal, d.h. auf
geeignet kleinen Definitionsbereichen, einigermaflen gut durch lineare Funktionen approxi-
mieren. “Global” kann man gewisse qualitative Eigenschaften von abhéngigen Variablen
f(z), z.B. superlineares Wachstum f(z) — oo schneller als |z| — oo oder das Erreichen
einer endlichen “Séttigungsgrenze” f(z) — s bei |z| — oo, mit linearen Funktionen
{iberhaupt nicht modellieren. (Hier ist |z| = /(21)?+...+(x,)? die Euklidische Norm
des Vektors = € R", also der Abstand des Punktes z zum Ursprung 0 € R", und |z|— oo
bedeutet in R?, zum Beispiel, dass mindestens ein Eintrag z; von = = (x1,...,x,) iiber
alle Grenzen wéchst.)

(3) Also muss man fiir die mathematische Beschreibung 6konomischer Vorgénge mei-
stens nichtlineare Funktionen von mehreren Verédnderlichen heranziehen. Die in gewisser
Weise einfachsten nichtlinearen Funktionen sind Polynomfunktionen von mehreren
Veranderlichen, darunter versteht man Linearkombinationen von sog. Monomen, d.h.
Potenzprodukten x’fla:éa-. . mfl” der n Variablen xi, s, ..., z, mit Exponenten k; € Ny
(wobei Faktoren 29 = 1 normalerweise nicht hingeschrieben werden). Eine konkrete Po-

lynomfunktion von zwei reellen Verdanderlichen z,y ist z.B.
pla,y) = a® = 2zy® + 3y°,
eine von drei reellen Variablen z,y, z ist
q(z,y,2) =1 -2z + 2% — y* + by’
und eine von n Verdnderlichen z4,...,x, ist
r(x) = 21 + 225 + 325 + ... +na’ — (v129 - 1,)%

Der Grad der Polynomfunktion ist die groBite auftretende Exponentensumme bei den
Monomen, deren Linearkombination das Polynom ist. Der Grad von p ist also 3, der von
q ist 4 und der von r ist 2n. Die Polynomfunktionen vom Grad 0 sind die konstanten
Funktionen, die vom Grad < 1 sind genau die linearen Funktionen. Es gibt (HZ*l)
verschiedene Monome vom Grad k in n Variablen; die allgemeine Polynomfunktion vom
Grad m in n Variablen ist daher eine Linearkombination von ) ;" (k+2_1) = (™
verschiedenen Monomen (z.B. von 10, wenn n = 2 und m = 3, oder wenn n = 3 und
m = 2). Eine polynomiale Vektorfunktion von n Veranderlichen ist eine Vektorfunktion,

deren sémtliche Komponentenfunktionen (skalare) Polynome von n Variablen sind.
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(4) Eine rationale Funktion von mehreren Verdnderlichen ist eine Funktion, die
als Quotient r(z) = % von zwei Polynomfunktionen vonn Verénderlichen dargestellt

werden kann. Der maximale Definitionsbereich ist dann natiirlich das Komplement der
Menge aller Nennernullstellen {z € R" : ¢(x) = 0}. Anders als im Fall n = 1 besteht
diese Nullstellenmenge im Allgemeinen nicht aus isolierten Punkten. Das zeigt schon der
Fall linearer Nennerfunktionen ¢(x), die eine (n — 1)-dimensionale (Hyper—)Ebene als
Nullstellenmenge in R™ haben. (Es kann aber auch vorkommen, dass der Nenner genau
eine oder gar keine Nullstelle hat, wie etwa q(x,y) = 22 + y* bzw. q(z,y) = 22 +y* + 1
auf R2.) Eine rationale Vektorfunktion von mehreren Veréinderlichen ist eine, deren Kom-
ponentenfunktionen allesamt rational sind.

(5) Die allgemeinsten Funktionen von mehreren Verdnderlichen, die in konkreten 6ko-
nomischen Aufgabenstellungen auftreten, sind elementare Funktionen von mehre-
ren Veridnderlichen. Darunter versteht man Funktionen, die durch einen “Rechenterm”
T(xy,...,2,) definiert werden konnen, der aus Konstanten (in R), den reellen Variablen
T1,...,o, und den elementaren Grundfunktionen (von einer Verdnderlichen) mit den-
selben Operationen aufgebaut ist wie die Rechenterme, die elementaren Funktionen von
einer Veranderlichen definieren, d.h. mit Addition, Subtraktion, Multiplikation und Divi-
sion (durch Nenner # 0) und Verkettung. Eine elementare Vektorfunktion von mehreren
Veranderlichen ist eine, deren Komponentenfunktionen skalare elementare Funktionen
sind. Die Funktionswerte zu konkreten Eingaben zq,...,x, kann man also im Prinzip
mit einem einfachen Taschenrechner, der iiber die elementaren Grundfunktionen verfiigt,
ausrechnen. Beim Aufbau der elementaren Funktionen von mehreren Verdnderlichen ist

auch das Einsetzen verschiedener skalarer elementaren Funktionen fi(x),..., f,(x) fir
die Argumente einer elementaren (skalaren oder vektoriellen) Funktion G(yi,...,ym) er-
laubt, d.h. G(fi(x),..., fm(x)) ist dann auch wieder eine elementare Funktion von n
Verédnderlichen = = (z1,...,2,).

Eine elementare Funktion von zwei Verénderlichen z,y ist z.B.
f(r,y) =2 =ev® auf Ry x R

und eine von drei Variablen z,y, z ist

2
gla,y,z) = e ™V Iy (—1 ta ey> .

1+ y?e”
Als Produktionsfunktionen x(ry,...,r,), die den Output einer Produktion (in Mengenein-
heiten) in Abhéngigkeit vom Einsatz von Produktionsfaktoren ry,...,r, (in Faktorein-

heiten; Arbeit, Kapital, Rohstoffe, Energie, . ..) angeben, wird oft eine elementare Funk-
tion dhnlich wie ein Monom angesetzt, jedoch nicht unbedingt mit ganzen Exponenten,
némlich eine sog. Cobb-Douglas—Funktion:

x(ry, o, ..., rp) =175 ot =exp(sylnry + selnrg + ...+ s, Inr,)  auf RY,

wobei die Exponenten s; reelle Zahlen sind (meistens echt zwischen 0 und 1), oft mit
Summe s;+ S+ ...+ s, = 1. Diese Summenbedingung bedeutet, dass eine Erhéhung des
Faktoreinsatzes bei allen Produktionsfaktoren um denselben Prozentsatz p% auch eine
Erhohung des Outputs um diesen Prozensatz p % bewirkt, also x(qri,qra, ..., qrn) =
qx(ry,ra,...,1m,) fiir ¢ = 1+ 75, und das ist oft eine sinnvolle Annahme. Auch Vielfache

00
critrs? - ... rir heiflen “Cobb-Douglas-Funktionen”. |
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In der Differentialrechnung fiir Funktionen f von mehreren Variablen geht es darum,
die Anderungsraten in allen Richtungen zu bestimmen. Dazu miissen wir Werte f(a)
mit Werten f(z) in allen nahe bei a gelegenen Punkten x € R™ vergleichen und dann
entsprechende Differenzenquotienten bilden. Voraussetzung dafiir ist natiirlich, dass die
Funktion an Stellen x hinreichend nahe bei a definiert ist, dass also eine ganze “Um-
gebung” von a ganz im Definitionsbereich D der Funktion liegt. Fiir diese Eigenschaft
eines Punktes a € D bzgl. der Menge D C R"™ gibt es eine aus der Anschauung abge-
leitete Terminologie, die wir nun zunéchst einfithren, weil wir sie im Folgenden benutzen
werden. (Sie ist aber fiir das Verstdndnis der Differentiation bei mehreren Verdnderlichen
nicht wesentlich; es geniigt, eine anschauliche Vorstellung von den Begriffen zu haben.)

DEFINITION: (i) Die (offene) Kugel in R" mit Mittelpunkt (Zentrum) a € R™ und
Radius € > 0 ist die Menge U.(a) = {z € R" : |z—a| < €} aller Punkte x € R", deren
Euklidischer Abstand |z—a| = \/(z1—a1)? + ... +(z,—a,)? zum Punkt a kleiner als e
ist. Diese Kugel wird auch die e-Umgebung des Punktes a in R"™ genannt.

(ii) Der Punkt a € R™ heifit innerer Punkt der Menge D C R", wenn eine e-Umgebung
U.(a) ganz in D enthalten ist (mit beliebig kleinem , aber positiven ¢). Er heifit dagegen
duflerer Punkt von D, wenn eine e-Umgebung U.(a) keinen Punkt von D enthilt,
also ganz im Komplement R"™ \ D liegt. Er heift Randpunkt der Menge D, wenn er
weder innerer noch duflerer Punkt ist, wenn also jede e~Umgebung (mit noch so kleinem
Radius ¢) sowohl mindestens einen Punkt aus D enthilt als auch mindestens einen, der
nicht zu D gehort. Die Menge aller Randpunkte bildet den Rand von D und wird 0D
bezeichnet.

(iii) Die Menge D C R™ heifit abgeschlossene Teilmenge von R", wenn sie all ihre
Randpunkte enthdlt (0D C D), und sie heifit offene Teilmenge, wenn sie keinen ihrer
Randpunkte enthdlt (D N dD = @), bzw. dquivalent, wenn alle Punkte von D innere
Punkte sind. |

R?’l

innerer Punkt a, Randpunkt b und dufserer Punkt ¢ von D C R"™

BEMERKUNGEN und BEISPIELE:

(1) Der Rand des Komplements einer Teilmenge D von R" ist offenbar gleich dem
Rand von D, 9(R™\ D) = 0D. Daher ist eine Teilmenge genau dann offen, wenn ihr
Komplement abgeschlossen ist. Die meisten Teilmengen des R™ sind aber weder offen
noch abgeschlossen; sie enthalten eben einige ihrer Randpunkte, aber nicht alle.
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(2) Der ganze Raum R" ist der einzige Definitionsbereich ohne Randpunkte und da-
mit der einzige Definitionsbereich, der zugleich offen und abgeschlossen ist. (Nur noch
die leere Menge ist offen und zugleich abgeschlossen; aber die leere Menge lassen wir als
Definitionsbereich nicht zu.)

(3) Typische abgeschlossene Definitionsbereiche in R™ sind Produkte von abgeschlos-
senen Intervallen, also z.B. der ganze Raum R", ein abgeschlossener Halbraum Rx>q X
R"~!, der Raum der nichtnegativen Vektoren RZ, und sogenannte abgeschlossene Quader
[a1,b1] X [az, by] X . . . X [an, by]. Ein abgeschlossener Bereich in R” ist auch die abgeschlos-
sene Kugel B,(a) = {z € R": |[z—a| < r} mit Mittelpunkt a € R” und Radius r > 0,
also die Menge aller Punkte des R", deren (Euklidischer) Abstand zu a nicht grofer ist
als r. Der Rand 0B, (a) ist hier die Menge S,(a) = {z € R" : |[z—a| = r} aller Punkte
mit Abstand zu a genau gleich r, genannt die (Abstands—)Sphére mit Zentrum a und
Radius r und offenbar in B,.(a) enthalten. (Bei Dimension n = 2 sagt man Kreisscheibe
statt “Kugel” und Kreislinie statt “Sphére”.)

(4) Typische offene Definitionsbereiche in R™ sind Produkte von offenen Intervallen,
also z.B. der ganze Raum R", ein offener Halbraum R+¢ x R"~!, der Raum der positiven
Vektoren RZ, und offene Quader |ay,bi[ X |ag,bo[ X ... X ]ay,b,[. Ein offener Bereich in
R™ ist auch die offene Kugel U,(a) = {z € R" : |[x—a| < r} mit Mittelpunkt a € R"
und Radius r > 0, also die Menge aller Punkte des R™, deren (Euklidischer) Abstand zu
a echt kleiner ist als 7. Der Rand 90U, (a) ist derselbe wie bei der abgeschlossenen Kugel
B,(a), also die Sphére S,(a) ={z € R" : |x—a| = r}, hat aber mit U,(a) keinen Punkt
gemeinsam, weshalb diese Kugel zu Recht “offen” genannt wird. [ |

Nach diesem kleinen Exkurs in die Topologie (die Theorie, zu der die diversen qualitati-
ven Konzepten der Lage von Punkten relativ zu Mengen gehéren) kénnen wir uns dem
eigentlichen Gegenstand dieses Abschnitts zuwenden, den partiellen Ableitungen. Die Idee
hierbei ist, dass man n eine Funktion f(z) = f(x1,...,2,) von n > 2 Verdnderlichen
als Funktion einer einzigen reellen Variablen x; auffassen kann, indem man die anderen
Variablen z; mit i # j als feste Parameter betrachtet, was in den Wirtschaftswissen-
schaften bekanntlich c.p.—Bedingung genannt wird (“ceteris paribus”, d.h. die {ibrigen
[Variablen] werden gleich [konstant] gehalten). Man studiert dann also fir j = 1...n die
sog. partiellen Funktionen

o(x;) == f(x1, ..., Tjo1, %5, Tjg1, -, Tn)
als Funktionen jeweils einer reellen Variablen z; bei festen Werten der anderen Variablen
oder auch die Funktionen

@Z}(t) = f([L'1, ceey Tj1 ,1’j+t,$j+1, ce ,ZL’n) = f(l‘+t€])
der reellen Variablen t bei festen Werten von x4, ..., x,; das lauft auf Dasselbe hinaus.
(Zur Erinnerung: e; ist der j-te kanonische Basisvektor in R™, der als j-ten Eintrag
1 hat und alle anderen Eintrage 0; fir x = (21, ...,2,) € R" und ¢t € R gilt also
I+t€j = (Il, NP ,xj_l,xj+t,xj+1, <o ,ZEn) )
Die partiellen Ableitungen der Funktion f(xi,...,z,) von mehreren Verdnderlichen sind

nun nichts anderes als die Ableitungen nach einer der Variablen z; bei c.p.-Bedingung,
also die Ableitungen der partiellen Funktionen nach der einen reellen Variablen, von der
sie jeweils abhéngen. Insofern ist dies kein neues Konzept im Vergleich zum Ableitungs-
begriff aus Kap. 4, und dort haben wir ja auch schon nebenbei von partiellen Ableitungen
gesprochen.
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DEFINITION (i) Fiir eine reelle Funktion R® D D — R von n Verédnderlichen,
eine innere Stelle z = (z1,...,x,) von D und j = 1...n wird die j-te partielle
Ableitung an der Stelle x erklart als die Ableitung von f nach der j—ten Variablen
an der Stelle z; bei festen Werten der anderen Variablen z; (i # j; c.p.-Bedingung),
also als der Grenzwert von Differenzenquotienten

. flz+he)—fla) 4 |
ilzlir(l) A = dt‘t:of(x+t€7)
= %‘tzof(-rla-.-7mj—1axj+t,xj+1,...,l’n)
- ﬁj[f(xl’""wj_laxj’xj+17...,xn)]a

sofern dieser Grenzwert existiert. Der Wert dieser partiellen Ableitung an der Stelle x
wird dann notiert

ng@f) oder ail’jf(x) ’ ail’j,va 8Jf(x) ) 6’@jf(:v) ’ ij (QZ), T

J

Ist D offen und %(:c) an allen Stellen x € D definiert, so heiffit f partiell nach der
j-ten Variablen differenzierbar auf D, und die Funktion

of . af
axj.D—HR, x — 8xj(x)

wird die j-te partielle Ableitung(sfunktion) von f auf D genannt.

(i) Ist F = (f1,...,fm) eine R™—wertige Vektorfunktion auf D C R" mit reellen
Komponentenfunktionen fi,..., f.., so erklart man die j-te partielle Ableitung der
Vektorfunktion an der Stelle x (innerer Punkt von D) als den Vektor mit den parti-
ellen Ableitungen der Komponentenfunktionen an dieser Stelle als Eintrdgen, also als den

(Spalten—)Vektor
OF () — (9f Ofm m
axj(x) N <8xj(x)""’ 0z, (x)) €R”,
sofern alle f; an der Stelle x partiell nach z; differenzierbar sind. Entsprechend heif3t
die Vektorfunktion
OF _ (Oh  Oh).p g
@xj 890]-"”’31:]- '

die j-te partielle Ableitung(sfunktion) der Vektorfunktion F auf D. [

Die Voraussetzung in (i), dass z innerer Punkt bzw. der Definitionsbereich D offen
ist, stellt sicher, dass die partiellen Funktionen auf einem Intervall |z;,—e,x;4¢[ mit
e > 0 um die jeweils relevante Stelle z; € R definiert sind, so dass die Differenzen-
quotie%tfen fiir alle geniigend kleine Werte von |h| > 0 gebildet werden konnen. Der

Wert %(:v) einer partiellen Ableitung héngt nicht nur vom Wert der Variablen z; ab,

nach der differenziert wurde, sondern natiirlich auch von den Werten der anderen (fest-
gehaltenen) Variablen. Daher ist die partielle Ableitung ng(xl, ..., T,) eine Funktion
J

von allen n unabhéngigen Verédnderlichen. Das Attribut “partiell” driickt iibrigens aus,
dass mit einer solchen Ableitung nicht das gesamte Anderungsverhalten der Funktion be-
schrieben werden kann, sondern nur ein gewisser Teilaspekt davon, namlich die Anderung
der Funktionswerte, wenn man nur eine der unabhéngigen Variablen variiert. (Mit den
spéiter definierten “Richtungsableitungen” und mit der “totalen Ableitung” wird dagegen
das Anderungsverhalten der Funktion bei kleinen simultanen Anderungen der Werte von
allen unabhéngigen Variablen erfasst.)
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DISKUSSION: 1) Zur Notation: Man verwendet 77— mit dem kyrillischen Buchsta-

ben 9, um anzuzeigen, dass die Funktion noch von anderen Variablen abhéngt als die,
nach der differenziert wird, und dass das Ergebnis wieder als Funktion von allen Varia-
blen aufgefasst wird, die im Spiel sind. Stattdessen % zu schreiben, wére aber auch
nicht verkehrt (und wird tatséchlich geschrieben, wenn die anderen Variablen wéhrend
der gesamten Rechnung oder Diskussion als konstante, unveréanderliche Parameter ange-
sehen werden). Fiir die unabhéngigen Variablen xy,...,x, und die abhéngige Variable f
werden je nach Kontext andere Buchstabensymbole gewihlt. Bei einer Funktion f(z,y)
schreibt man dann z.B. %(:c,y) bzw. g—i(:c, y) fiir die partiellen Ableitungen nach der
ersten bzw. zweiten Variablen, und bei einer Funktion ¢(r,s,t) von drei Variablen ent-

sprechend 2(r,s,t), gg (r,s,1), g? (r,s,t) fiir ihre partiellen Ableitungen.

In der Wirtschaftsmathematik sind die Buchstabensymbole fiir die Variablen oft durch
den 6konomischen Kontext vorgegeben. Zum Beispiel kann = dort auch fiir die abhéngige
Variable (also fiir die Funktion) stehen. Bei Produktionsfunktionen etwa gibt x(ry,...,7,)
den Output (in Mengeneinheiten) in Abhéngigkeit von den Faktoreinsidtzen ry,...,r, (in
Einheiten fir die einzelnen Produktionsfaktoren) an; dann hat man also partielle Ab-
leitungen 37“71, e (,3%. Werden konkret die beiden Produktionsfaktoren Arbeit und und
Kapital betrachtet, so schreibt man x(A, K) fiir die Produktionsfunktion in Abhéngigkeit

von diesen Faktoren und 2% f( fiir die partiellen Ableitungen. Ist eine partielle Ablei-

A
tung durch einen Rechenterm T'(x) = T'(xy,...,2,) gegeben und soll an einer bestimm-
ten Stelle a = (ay,...,a,) ausgewertet werden, so kann man das durch T'(z)| _  oder
T(z1,. .., @) ot 2 —a kenntlich machen. Flexibilitdt in der Notation ist zweckméfig;

es kommt nur darauf an, eindeutig auszudriicken, nach welcher Variablen differenziert wer-
den soll, welche Variablen wihrend des Ableitungsprozesses als konstant anzunehmen sind
und an welcher Stelle die partielle Ableitung auszuwerten ist, wenn eine konkrete Stelle
im Definitionsbereich gemeint ist.

2) Geometrische Interpretation: Der Wert der partiellen Ableitung 887’;(:5) einer reel-
len Funktion an einer Stelle z im Definitionsbereich D C R™ gibt die Steigung (des
Graphen) von f an der Stelle z in Richtung des j—ten kanonischen Basisvek-
tors e; an. Man stellt sich Graph(f) = {(z, f(x)) : € D} als Oberfléche eines Gebirges
iiber D vor (also tiber der Zeichenebene, wenn n = 2 ist), wobei f(z) die Hohe iiber
jedem Punkt der Basis D angibt. Bewegt man sich dann in der “Basis” D vom Punkt
x aus geradlinig in verschiedenen Richtungen, so hat man natiirlich auf der Gebirgsober-
fliche im Allgemeinen auch verschiedene Steigungen in diesen Richtungen zu verzeichnen.
Die Steigungen an der Stelle x in Richtung der (in positivem Sinn durchlaufenen) Ko-
ordinatenachsen sind die Werte der partiellen Ableitungen 367];(35). Das ergibt sich aus
der Interpretation der Ableitungswerte als Graphensteigung bei Funktionen von einer

Veranderlichen.

3) Eine (nicht nur) dkonomische Interpretation: Der Ableitungswert %(w) gibt die

J
Anderungsrate oder Anderungsgeschwindigkeit der Funktion f an der Stelle x
bzgl. der j—ten Variablen an (bei c.p.—Bedingung). Das ist genau wie bei der Ab-
leitung von Funktionen einer einzigen Veridnderlichen (und partielle Ableitungen sind ja
Ableitungen nach einer Verdnderlichen). Vereinfacht gesagt gilt:

e Der Wert der partiellen Ableitung %(x) gibt ndherungsweise an, um wieviele
J

Einheiten sich der Funktionswert f(x) dndert, wenn man die Variable x; um eine
FEinheit vergroflert und die Werte der anderen Variablen unverdndert ldsst.
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Jedenfalls gilt das, wenn eine Einheit der j—ten Variablen so klein ist, dass man die Ande-

rungsrate der partiellen Funktion zwischen z; und z;+1 als (fast) konstant annehmen

kann. Dann ist ndmlich der Ableitungswert %(:c) ungefihr gleich dem Differenzenquo-
J

flate))—f(=z
1

tienten ) Genauer gilt Folgendes:

e Die Anderung f(z+he;) — f(x) des Funktionswert bei Erhéhung von xz; um h
FEinheiten (c.p.) ist ungefihr gleich %(m), wenn |h| klein ist,

wobei die Ubereinstimmung von f(z+he;) mit f(x) +h%(m) um so besser ist, je kleiner
J
f

|h| ist. (Dies ist nichts anderes als die Aussage, dass %(x) der Limes der Differenzen-

quotienten [f(z+he;) — f(x)] ist.) j

e Das Vorzeichen der partiellen Ableitung %(m) bestimmt dabei die Richtung

der Anderung der Funktionswerte.

Bei positiver Ableitung %(m) > 0 nimmt der Wert f(x) zu, wenn man z; (geringfiigig)
J
vergrofert, und bei negativer Ableitung %(x) < 0 nimmt er in diesem Falle ab. (Wenn
J
man z; geringfiigig verkleinert, so ist es natiirlich gerade umgekehrt. Im Fall %(m) =0
J

ist die Anderungsrate Null und die Anderung des Funktionswerts jedenfalls vernachlissig-
bar winzig gegeniiber einer geringfiigigen Anderung des Arguments x; bei c.p.-Bedingung;
iiber die Richtung der Anderung, d.h. Zunehmen oder Abnehmen des Funktionswerts,
kann man in dieser Situation aber keine generelle Aussage machen.)

4)  Okonomische Terminologie: Diese ist dhnlich wie bei der Differentialrechnung fiir
Funktionen von einer Verdnderlichen, nur meist mit dem Zusatz “partiell”. So heifit 8%
die partielle Grenzfunktion oder partielle Marginalfunktion zu f bzgl. der Varia-
blen z;. Bei einer Produktionsfunktion z(A, K) spricht man z.B. von den (partiellen)
Grenzproduktivititen g—i, g—;’; der Produktionsfaktoren Arbeit bzw. Kapital. Die Grenz-
produktivitéit g—l’;(A, K) gibt also an, um wieviele Produktionseinheiten sich der Out-
put z erhoht (wenn 2%(A, K) > 0), wenn man eine zusétzliche Kapitaleinheit einsetzt
und den Arbeitseinsatz unverdndert ldsst. In anderem Zusammenhang wird gesprochen
von partiellen Grenzkosten, partiellem Grenzgewinn bzw. partieller marginaler Konsum-
quote jeweils bzgl. einer von mehreren 6konomischen Variablen, von denen die Kosten,
der Gewinn bzw. der Konsum abhéngen. Allgemein versteht man unter Partialanalyse
die Untersuchung einer von mehreren Variablen abhéngenden 6konomischen Funktion in
Abhéngigkeit von jeweils nur einer Variablen bei c.p.—Bedingung. Die partielle Margi-
nalanalyse bezieht sich dabei auf die Anderungsraten der Funktion bzgl. der einzelnen
Variablen bei c.p.—Bedingung, also auf die partiellen Ableitungen. (Die Partialanalyse gibt
aber meistens weder mathematisch noch 6konomisch ein hinreichendes Verstdndnis der

untersuchten Funktion — dazu mehr in 5.2.)

5) Fiir die partielle Differentiation von Vektorfunktionen gilt:

e Die partiellen Ableitungen % von Vektorfunktionen F bildet man komponenten-
. J
weise;

e sie haben Werte in demselben Vektorraum wie die Vektorfunktion F selbst.
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Die erste Aussage bedeutet

OF _ (0f1 Ofs Ofm\ e _
3xj_<3acj’axj""’8xj) fUI' F_(f17f27"'7fm>>

und so haben wir ja die partiellen Ableitungen von Vektorfunktionen erklart. Die partielle
Differentiation von Vektorfunktionen ist also nicht schwieriger als die von skalaren Funk-
tionen (und als die Differentiation von reellen Funktionen einer einzigen Variablen), nur
aufwendiger: Wenn F° Werte in R™ hat, so muss man eben m reelle Komponentenfunk-
tionen partiell ableiten. Die zweite Aussage ist, dass die partielle Ableitungsfunktionen
einer Vektorfunktion F' ebenso viele Komponentenfunktionen haben wie F' selbst. Eine
Vektorfunktion mit m > 2 Komponentenfunktionen partiell abzuleiten und als Ergebnis
eine skalare Funktion oder eine Vektorfunktion mit einer anderen Zahl von Komponen-
tenfunktionen zu erhalten, oder bei Auswertung an einer bestimmten Stelle einen Vektor
mit nicht genau m Eintrdgen — das ist schlimmer als ein falsches Ergebnis aufgrund von
Rechenfehlern; nicht einmal das Format des Ergebnisses ist dann korrekt!

Die 6konomische Interpretation der partiellen Ableitungswerte %(l‘) € R™ von Vektor-
J

funktionen ist im Ubrigen dieselbe wie in 4), d.h. hgTFj(m) gibt die ungefihre Anderung
des Vektors F(z) in R™ an, wenn man z; um h geringfiigig erhoht (h > 0) oder er-
niedrigt (h < 0) bei c.p.—Bedingung.

6) Es gibt noch eine andere, mehr geometrische Interpretation der partiellen Ableitungen
von Vektorfunktionen. Man kann némlich STP;(Q:) € R™ als Tangentenvektor der Kurve
im m-—dimensionalen Raum interpretieren, die man erhélt, wenn man in F(zq,...,x,)
die j—te Variable laufen ldsst und die anderen fixiert. Unter einer Kurve in R™ versteht
man eine Abbildung I 3 ¢ — c¢(t) = (c1(¢),...,cm(t)) € R™ von einem Intervall I C R
(das Parameterintervall der Kurve). Man stellt sich dabei ¢ als laufende Zeit vor und
c(t) als zeitlich verdnderlichen Punkt in R™, der die Kurve durchlduft. Die Ableitung
einer solchen Kurve an einer Stelle ¢ = t, ist der Limes ¢/(ty) = limy_;, —[c(t) — c(to)].

t—to
Dabei wird wieder komponentenweise differenziert, es ist also
d(t) = (c(t),...,d,(t) e R™.
Der Vektor ¢(ty) ist ein Grenzwert von (um Faktoren ﬁ gestreckten) Sehnenvektoren

c(t) — ¢(ty) der Kurve, deren variabler Endpunkt ¢(¢) bei dem Grenziibergang gegen den
festen Endpunkt c(ty) auf der Kurve strebt, also ein Tangentenvektor an die Kurve im
Punkt ¢(tp). Die Euklidische Norm |¢/(to)| kann dabei als Momentangeschwindigkeit zur
Zeit ty beim Durchlaufen der Kurve geméfl dem “Fahrplan” ¢(t) gedeutet werden und die
Richtung von ¢(t) (wenn nicht der Nullvektor) als momentane Richtung der Bewegung
zur Zeit tg.

Im Zusammenhang mit partiellen Ableitungen von R”—wertigen Vektorfunktionen F' ist

die relevante Kurve eine partielle Funktion c¢(t) = F(zy,...,2;-1,t,Tj11,...,2,) € R™
und der partielle Ableitungswert 9 (z) ist der Tangentenvektor ¢(fo) dieser Kurve zur
J

Zeit ty = x;. Somit hat man eine Interpretation der Vektoren %(x} als Tangentenvekto-
J
ren an Kurven in R™, die durch die Vektorfunktion F' definiert sind. Diese physikalisch—

geometrische Deutung ist aber fiir die Okonomie nicht von Bedeutung. |
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BEISPIELE: (1) f(z,y) =22(1+y) = L(z,y)=220(1+y), L(z,y) =22

ox Oy
(Fir die Berechnung von % haben wir y als Konstante zu betrachten und nach =z
abzuleiten; bei der Berechnung von g—i ist es umgekehrt.) Fiir die Funktion kann auch
ein Rechenterm stehen, ohne dass ein Funktionsname vergeben ist:
88;178 = ye', 6%6” = xe"
% ré = srft (Ableitung einer Potenzfunktion, r > 0),
% r* = r’lnr (Ableitung einer Exponentialfunktion, r > 0).

Die Verwendung der Notation 0; fiir die partielle Ableitung nach der j-ten Variablen
empfiehlt sich nur, wenn ein Funktionsname vergeben ist und die Verdnderlichen eindeutig
nummeriert sind; sonst gibt es Unklarheiten. Zum Beispiel ist 0;e* = te'*, wenn z = x;
die erste und t = z, die zweite Variable ist, aber 0;e’* = ze’* wenn man die Variablen
t = x1, 2 = x5 umgekehrt nummeriert hat.

(2) Die Cobb—Douglas—Funktion
flz,y, 2) = VayyV=?  auf R,

hat die partiellen Ableitungen

3f (x Y, 2z ) = %$_1/2y1/3z4/3 _ % f(x,xy,z) 7
a - r,y,z

a—gu,y, 9 = fatyn o LIE0e)
Of (1y.2) = Baeys s — 3 Se2)

Der natiirliche Deﬁmtlonsberelch ist hier R?, womit wir die Menge aller positiven Vek-
toren in R3 bezeichnet habne, also die Menge aller (z,y,z) mit 2 >0,y > 0 und z > 0.
Man erkennt das System: Fiir allgemeine Cobb-Douglas—Funktionen

T T T n
flzr, 29, ... 2) = calta?-...-x" auf RY,

sind die partiellen Ableitungen gegeben durch

g_:g(xhx%”'axn) - ;_Jf(xhx%”wxn)-

(3) Die (Kartesischen) Koordinatenfunktionen auf R" sind die Funktionen z +— x;,
die jedem Vektor z € R™ seine reellen Eintrédge zuordnen. Man nennt die Funktion
f(z1,...,2,) = x; auch die Projektion auf die i—te Komponente und bezeichnet sie meist
einfach mit z;. Fiir die partiellen Ableitungen der n Koordinatenfunktionen gilt

ox; 5 1, wenn i = j,
Ox; 0, wenn ¢ # 0,

Fiir affin lineare Funktionen /(zi,...,x,) =ajz1 + ...+ a,x, + b ist allgemeiner

ol

ax] (l’l, PN

Im vektoriellen Fall L(z) = Az +b mit A = (a;;) € R™" und b € R™ ist
Qayj

ggf (x) = : = Ae; konstant gleich der j—ten Koeffizientenspalte.
J

an jeder Stelle in R"™.

,T,) = a; konstant gleich dem j-ten Koeffizienten.

Clmj
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(4) Ein Monom %252 ... . 2% ist eine Cobb-DouglasFunktion mit nichtnegativen

ganzen Exponenten. Die Ableitungsformel aus (2) gilt dafiir auf ganz R",

0 ki ko kn __ k1 kj—1 kn _ Ki ke oko k
Ayt =kt et = ST

wobei im Falle k; = 0 natiirlich ;7 =1 und 22 ahighe . gk =
J

0 interpretiert wird,
auch wenn z; = 0 ist. Damit kann man dann auch jede Polynomfunktion von meh-
reren Verdnderlichen problemlos partiell differenzieren; denn eine solche Funktion ist ja
eine Linearkombination von Monomen, und die Ableitung nach einer Variablen z; kann
mit der Summen— und Faktorregel fiir Differentiation von Funktionen einer Verédnderli-
chen einfach durch entsprechende Ableitung der Monome berechnet werden. Weil jede
partielle Ableitung eines Monoms wieder ein Monom ist (oder die Nullfunktion) mit um

1 reduziertem Grad, erkennt man:

e Die partiellen Ableitungen einer Polynomfunktion sind wieder Polynomfunktionen,
o und zwar mit um 1 kleinerem Grad (sofern sie nicht die Nullfunktion sind).
(5) Wir betrachten zwei Nachfrage-Funktionen ( Preis-Absatz—Funktionen) x1(p1, p2),

x9(p1,p2) (in Mengeneinheiten) in Abhéngigkeit von den Preisen pq, ps (in Geldeinheiten)
fiir die beiden betrachteten Produkte:

0.7
.1'1(]91,]32) =0>5- p;T s fEQ(}?l,pg) = p}/Q — 15]72 + 1.65.

Die partiellen Ableitungen sind:
0.7

E)xl Do afL‘l 1

=1 = —05%-, =1 = 0.35 —=

Op1 1 Opa pipy®
Ozy _ +ﬂ’ Ozy _ —1.5 konstant.
Op1 2p; Opa

Fassen wir beide Funktionen zu einer Vektorfunktion x(pq,ps) =
so konnen wir schreiben:

o _ —0.5p,2p97 o _ 0.35p; 'py *® |
Op 0.5p, % )7 O ~15

Die Vorzeichen der partiellen Ableitungen haben hier 6konomische Bedeutung: Natiirlich
nimmt die Nachfrage nach einem Gut ab, wenn sein Preis erhcht wird; deshalb sind g—;i

(xl(pl,pz)

zusammen,
T2(p1, p2 )>

und ‘g—;’jz negativ. Die “kreuzweise” gebildeten partiellen Ableitungen g—;; und g—;f sind
dagegen positiv, d.h. die Nachfrage nach dem zweiten Produkt steigt, wenn der Preis
fiir das erste erhoht wird und umgekehrt. Man sagt in diesem Falle, dass es sich um
substitutive Giiter handelt; bei Preiserhoung fiir das eine weichen die Konsumenten auf
das jeweils andere aus. Anders ist die Sachlage bei sog. komplementiren Giitern die
nur zusammen gekauft werden und deshalb auf Preiséinderungen mit Nachfrageinderung
in derselben Richtung reagieren.

Die Erlésfunktion fiir beide Giiter zusammen ist, wenn der Absatz gleich der Nachfrage
ist, das Skalarprodukt des Absatzvektors x = (2) mit dem Preisvektor p = (g;), als
Funktion der Preise ausgedriickt also

z1(p1,p p
E(pr, ps) = R A A 0.5p%7 + pa(pi/® — 1.5 ps + 1.65) .
$2(p1,p2) b2
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Fiir die partiellen Grenzerldse ergibt sich dann

oF _ 1 _-1/2 OE _ 1/2 0.3 _

Die partiellen Ableitungen der Nachfragefunktionen und des Erloses geben an, um wieviel
sich diese Groflen jeweils dndern, wenn p; bzw. p; um eine (kleine) Geldeinheit erhoht
wird. Betrachten wir konkret p; = 4 und p, = 1, so bewirkt eine Preiserh6hung von
p1 um h Geldeinheiten (bei festem Preis p,) eine Verminderung der Nachfrage z; um
ca. h3—12 = 0.03125 h Mengeneinheiten, eine Erhohung der Nachfrage zo um h}l =0.25h
Mengeneinheiten und eine Erhohung des Erloses um 4h. Erhéhung von p, um h (bei
festem Preis p;) resultiert dagegen in einer Erhohung der Nachfrage z; um hO.35%1 =
0.0875 h, einer Verringerung der Nachfrage zo um 1.5h und einer Steigerung des Erloses
um h (alles nur ndherungsweise giiltig, wenn h > 0 klein ist).

Man erkennt hier deutlich, dass die Partialanalyse nicht ausreicht, um die Sachlage 6ko-
nomisch beurteilen zu kénnen; denn was man natiirlich eigentlich wissen mochte ist, wie
sich der Erlos bei simultanen Anderungen der Preise p; und ps verdndert und wie man
die Preisverdanderungen zu koppeln hat, um die grofitmogliche Erlossteigerung zu erzielen.
Das kann durch Analyse der einzelnen partiellen Ableitungen nicht beantwortet werden,
weil diese ja nur die Anderungsrate bei Erhohung eines Preises und Fixierung des anderen
angeben. (Wir werden aber in 5.2 sehen, wie man die Antwort durch simultane Betrach-
tung beider partiellen Ableitungen finden kann.) [ |

BEMERKUNGEN (Rechenregeln fiir partielle Ableitungen):

1) Bei skalaren Funktionen ergeben sich die Rechenregeln fiir partielle Ableitungen un-
mittelbar aus den Rechenregeln fiir Differentiation von Funktionen einer Verénderlichen
(sieche 4.3); denn auch bei partiellen Ableitungen wird ja nur nach einer Variablen diffe-

renziert. Man hat also (fiir skalare Funktionen f,¢g von = = (x1,...,z,) und r € R):
Summenregel i(f +g) = 9f 4 99 , Linearitét des
8:1:]- 8xj 8:6]- .
5 of Ableitungs-

o — 9L 0
Faktorregel o, (rf) r ox; operators a—x]

0 _ Of 09
Produktregel oz, (fg) = axjg - faxj ,

i o f _ 1(,0f ;99

Quotientenregel I T P (g oz, f 8xj> (wo g #0).

Diese Regeln gelten an allen Stellen z € R", wo f und ¢ auf einer Umgebung definiert
sind und die partiellen Ableitungen existieren. Aufferdem haben wir noch die
- 0 — (ho ) of
spezielle Kettenregel 6xj(ho f) = (hof) o1

fiir Funktionen h von einer reellen Variablen. Dies gilt an der Stelle € R", wenn %(:p)

und A/(f(x)) existieren. Bei Auswertung an einer solchen Stelle z lautet die spezielle
Kettenregel also:

0 _ / 0
s (h(f(@) = (/) 8—;”],(:(:) .

(Spéter werden wir eine allgemeinere Kettenregel zeigen, die auch fiir Vektorfunktionen
F statt f gilt; deshalb heifit die Kettenregel hier “speziell”.)
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2) Fiir Vektorfunktionen gelten Summen— und Faktorregel wortlich wie in 1), nur dass
jetzt die Funktionen Werte in R™ haben. Die Produktregel fiir Vektorfunktionen
gilt in der Form 5 oF .

6’_%<F*G) = a—xj*G—i-F*a—xj
sogar fiir beliebige Produkte *:RP x R? — R™, wenn F RP-wertig ist und G R7-
wertig, also (F' * G)(x) = F(z) * G(xz) € R™. Ein solches allgemeines Produkt ist eine
bilineare Abbildung (u,v) — wu * v, die jedem Paar von Vektoren u € RP v € R?
einen Vektor u v € R™ zuordnet. (Bilinearitét bedeutet, dass die Distributivgesetze
(ru+ru) x v = r(u*xv) + r(u*v) und u* (sv+s50) = s(u*v) + s(u *v) gelten.) Man
kann hier zum Beispiel an das Skalarprodukt RP x R? — R, (u,v) — uev denken, an
das Matrix—Vektor-Produkt R"™*" x R" — R™ (A, x) — Az, an das Matrix—Produkt
R>mRm*n — R (A B) — AB, oder an die Multiplikation mit Skalaren R x R" — R",

(r,x) — r.

3) Zur Existenz der partiellen Ableitungen ist zu sagen, dass diese fiir jede auf
einer offenen Menge D C R"™ erklédrte elementare, also durch eine “geschlossene For-
mel” definierbare, Funktion von mehreren Verédnderlichen iiberall auf D gebildet werden
konnen. Das ergibt sich aus den Rechenregeln in 1), aus der komponentenweisen Diffe-
rentiation von Vektorfunktionen und aus der spéter gezeigten allgemeinen Kettenregel.
Die partiellen Ableitungen kann man mit den Techniken der Differentialrechnung einer
Verénderlichen auch konkret ausrechnen, und sie sind wieder elementar (so dass man sie
beliebig oft weiter partiell differentieren kann).

e Jede elementare Funktion von mehreren Verdnderlichen auf einem offenen Defini-
tionsbereich ist dort nach allen Variablen partiell differenzierbar,

e und die partiellen Ableitungen sind wieder elementare Funktionen, die mit den Re-
chenregeln der Differentialrechnung berechnet werden kénnen.

Funktionen mit denen man 6konomische Sachverhalte modelliert, sind oft — aber nicht
immer — elementar. Nichtelementare Funktionen ergeben sich, wenn man die Definition
der Funktionsvorschrift durch unterschiedlioche Formeln auf verschiedenen Teilgebieten
des Definitionsbereichs vornimmt, wenn man also verschiedene elementare Funktionen zu
einer Funktion zusammensetzt. In der Regel sind solche “stiickweise elementaren Funktio-
nen” an der Grenze zwischen Teilgebieten mit verschiedenen definierenden Termen nicht
nach allen Variablen partiell differenzierbar, auch wenn die verschiedenen Funktionsstiicke
dort “stetig zusammenpassen”. Zum Beispiel ist zel?! zusammengesetzt aus xe? fiir y > 0
und ze Y fiir y < 0; auf der Grenze liegen hier die Stellen (z,0), und dort existiert zwar
%(xe'y‘) = el aber nicht (%(xe'y‘) (aufler fur = = 0). |

Wie bei Funktionen einer Verénderlichen in 3.4 hat man auch im Fall von mehreren Va-
riablen eine Variante des Konzepts der partiellen Ableitung, die partielle Elastizitdit, die
besonders fiir 6konomische Anwendungen wichtig ist. Hierbei fragt man nicht, um wieviele
Einheiten sich der Funktionswert f(z) &ndert, wenn man eine Variable z; um eine Ein-
heit erhoht (bei c.p.-Bedingung), sondern man interessiert sich fiir die relative Anderung
des Funktionswertes f(x) in Abhingigkeit von der relativen Anderung einer unabhingi-
gen Variablen z; bei Festhalten aller anderen. (Statt “relative Anderung” kann man auch
prozentuale Anderung sagen.)
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Die relative Anderung des Funktionswertes f(z) beim Ubergang von x; zu x; +h und

(z+he;j)—f(x)

Festlassen der Werte x; mit ¢ # j ist der Quotient ! . die relative Ande-

f(=)
rung des Arguments x; ist %jh = X, Setzt man beides ins Verhaltms und fiithrt den
Grenziibergang h—0 aus, so erhiilt man of
N — , N L (2)
lim f(x+hej) = flx)  n i Y f(x + he;) — f(x) oz;

h—0 f(x) oy h=0 f(x) h  f(o)
Das ist also fiir kleine Anderungen von z; c.p. ndherungsweise das Verhéltnis der prozen-
tualen Anderung des Funktionswertes zur prozentualen Anderung des Argumentes x; .

DEFINITION: Die (partielle) Elastizitit bzgl. der j-ten Variablen einer Funk-

tion f:R"” D D — R an der inneren Stelle x von D ist (wenn %(I) existiert)
T of (z) Of(x)
ero () = ! O, _ f(z)
Fa; f(l’) symbolisch 8:1:j '
En

Hierbei wird im Allgemeinen vorausgesetzt, dass x; und f(x) positiv sind. Existiert 7~
auf D, so heifit D >z + €5, (7) die j-te partielle Elastizitdtsfunktion von f. I

DISKUSSION: 1) Der wesentliche Vorteil der partiellen Elastizitdten gegeniiber den
partiellen Ableitungen ist (siehe 3.4).

o Die particlle Elastizitit ey, (x) ist unabhingig von der Wahl der Einheiten, mit
denen die Grifie der Variablen x; und der Funktionswerte f(x) gemessen werden.

Elastizitdten sind daher unmittelbar vergleichbar, ohne dass Umrechnungen auf andere
Einheiten nétig sind. Da eine Anderung der Variablen um 1% im Allgemeinen als kleine
Anderung gelten kann, darf man sagen:

e Die partielle Elastizitit €y, (v) gibt an, um wieviel Prozent sich der Funktionswert
f(z) dndert, wenn der Wert von x; um 1% erhoht wird (c.p.).

Genauer ist es so, dass f(z) sich um ca. p-es,,(2) Prozent éndert, wenn z; um p
Prozent veréndert wird (c.p.) und |pz;| klein ist, wobei die Giite der Approximation
flo + F5z5e5) — flo) = 55 '..Ef’xj(x) - f(z)[ umso besser ist, je kleiner [p| ist. Von
relativen (oder prozentualen) Anderungen kann man nur bei positiven Grofien sinnvoll

sprechen; daher t die Positivitdtsvoraussetzung an f(z) und x; in der Definition.

2) Das Vorzeichen der Elastizitét ;. () gibt an, ob der Funktionswert f(z) bei
geringer Vergroferung von x; c.p. zunimmt (g5, (z) > 0) oder abnimmt (g, (x) < 0).
Wegen f(x) >0 und z; > 0 hat ndmlich e, (z) dasselbe Vorzeichen wie die partielle
Ableitung aanj(x). (Es ist ef4,(x) = 0, genau wenn auch %(x) = 0 ist. In diesem Fall
ist keine generelle Aussage iiber die Richtung der Funktionswertéinderung moglich; sie ist
aber jedenfalls marginal bei kleinen Anderungen von x;.)

3) Wie bei Funktionen von einer Verdnderlichen nennt man die skalare Funktion f
an der Stelle z bzgl. der Variablen x; (partiell) elastisch, wenn |e;, (z)| > 1 ist,
unelastisch, wenn |ef, (7)| < 1 ist, und ausgegleichen elastisch (oder proportional
elastisch), wenn e, (r) = %1 ist. Das erste bedeutet, dass kleine relative Anderungen
von x; grofere relative Anderungen von f(z) bewirken, im zweiten Fall ist die pro-
zentuale Anderung von f () kleiner als die von z;, im dritten Fall sind die relativen
Anderungen von z; und f(z) ungefihr gleich gro (dem Betrage nach).
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Im Sonderfall e, (v) = 0 (<= ngj(x) = 0) bleibt f(z) bei kleinen Anderungen von
x; praktisch unverdndert; dann heiit f vollkommen unelastisch (oder starr) an der
Stelle x bzgl. der Variablen z;. Ein anderer Extremfall liegt vor, wenn kleine prozentuale
Anderungen von x; schon beliebig grofe relative Anderungen von f(x) bewirken. Diese

“instabile” Situation kann aber nur eintreten, wenn %([L’) nicht existiert und z.B. formal
J

gleich 400 ist (d.h. der Limes der Differenzenquotienten +[f(x + he;) — f(z)] bei h—0
ist schon £00). Die Funktion f heifit in diesem Fall vollkommen elastisch bzgl. z; an
der Stelle z, und man setzt formal entsprechend e;, (x) = Fo0.

4) Rechenregeln fiir partielle Elastizititen ergeben sich unmittelbar aus den Re-
chenregeln fiir partielle Ableitungen bzw. aus den Rechenregeln fiir Elastizitdten von
Funktionen einer einzigen Variablen in 3.4. Zum Beispiel gilt fiir Produkte bzw. Quotien-
ten (positiver Funktionen)
Efga; = Efu; T Ega; s €flgx; = Efa; — Ega;
und fiir Summen bzw. Differenzen (mit f — g > 0)
_ Jfera; £ 95ga,

Eftga; = ftg :
Fiir Verkettungen von f mit Funktionen h:R.y — Ry, gilt schlielich

8hof,ac]- = 5h<f(l‘)) 5f,xj (ZL’) .

5) Die partiellen Elastizititen von Vektorfunktionen F:R™ D D — R™ erklart
man wie die partiellen Ableitungen komponentenweise, d.h. wenn F' die Komponenten-
funktionen fi,..., f,, hat, so ist ep,; der (Spalten—)Vektor mit den partiellen Elasti-
zitéten ey, ., der Komponentenfunktionen als Eintrégen:

€1,z ({L’)
Era;(T) = : e R™,

sofern z; und alle Komponentenfunktionswerte f;(x) positiv sind (und die f; partiell
nach xz; differenzierbar sind an der Stelle x).

6) Die Okonomische Terminologie ist dhnlich wie bei Funktionen von einer Verinderli-
chen, nur mit dem Zusatz “partiell”. Als unabhéingig angesehene Variable werden, beson-
ders im Zusammenhang mit Produktionsfunktionen, als (Input—)Faktoren bezeichnet, was
im Sinne eines “Faktors” gemeint ist, der Einfluss auf den Wert der abhéngigen 6konomi-
schen Grofle, der OQutput—Variablen, hat (also nicht im Sinne eines Faktors, mit dem mul-
tipliziert wird). So spricht man bei einer Produktionsfunktion z(ry,...,r,) von der par-
tiellen Output—Elastizitit bzgl. des j—ten Produktionsfaktors €, ., , und bei n Nachfrage—
Funktionen z1(p1,...,pn),---,Tn(p1,.-.,0n) von der Elastizititen—Matriz der Nachfrage
bzgl. der Preise (sxiypj)l <ij<n’ worin der Eintrag in Zeile ¢ und Spalte j die Elastizitét
der Nachfrage-Funktion z;(pi,...,p,) fiir das i-te Gut bzgl. des Preises p; fur das j-
te Gut angibt. Im Fall i # j wo also die Abhéngigkeit der Nachfrage “iiber Kreuz”
vom Preis fiir ein anderes Produkt beschrieben wird, ist die Rede von der Kreuz—Preis—
Elastizitit der Nachfrage ey, .., © # j. Die Giiter Nr. 7 und Nr. j heiflen, wie schon
erklart, substitutiv, wenn ihre Kreuz-Preis-Elastizitdten ey, ., €y, », beide positiv sind,
und komplementdr, wenn sie beide negativ sind. Bei zwei substitutiven Giitern hat eine
Preiséinderung fiir eines davon einen entgegengesetzt gerichteten Effekt auf die Nachfrage-
funktionen der beiden Giiter, wihrend bei koplementéren Giitern eine Preisénderung bei
einem davon zur gleichgerichteten Anderungen der Nachfrage fiir beide Giiter fithrt. Die
Elastizitdten ey, ., €y,, sind meistens negativ (Preiserhdhung verringert die Nachfrage).
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Mit einiger Erfahrung lédsst sich die 6konomische Terminologie im Zusammenhang mit
Elastizitdaten entschliisseln, so dass man den ausladenden Wortverbindungen entnehmen
kann, welche Funktion f(z) gemeint ist und um welche partielle Elastizizét ey, es sich
handelt. Um vor Irrtiimern zu bewahren, weisen wir darauf hin, dass

e die Elastizitit immer von der abhdngigen Variablen genommen wird, die in der
Notation €y, als erstes Subskript erscheint.

Wenn also von der “Preis—FElastizitit der Nachfrage” gesprochen wird, so handelt es sich
um die Elastizitdt der Nachfrage-Funktion bzgl. eines Preises. Die “Elastizitdat des Prei-
ses bzgl. des Angebots” bezieht sich dagegen auf eine Preis—Funktion, deren Elastizitéit
gebildet wird bzgl. eines am Markt angebotenen Produktions-Outputs (fiir das Produkt,
dessen Marktpreis betrachtet wird, oder “iiber Kreuz” fiir ein Konkurrenzprodukt). H

BEISPIELE: (1) Wir betrachten eine Produktionsfunktion
2(A,K) = 25 A%0. K04

in Abhéngigkeit von den Produktionsfaktoren Arbeit und Kapital. Die Berechnung der
partiellen Elastizitdten ist einfach:

0
AW R 40624 K)/A
vA T (A K) (A, K)

= 0.6 konstant,

o
K SEAK) 04 oA K) /K

Ex, K = (A K) = (A, K) = (0.4 konstant.

Wenn also der Arbeitseinsatz um 1% erhoht wird (bei gleichbleibendem Kapitaleinsatz),
so nimmt der Produktions—Output um 0.6 % zu, und wenn der Kapitaleinsatz um 1%
erhoht wird (bei gleichbleibendem Arbeitseinsatz), so wachst der Output um 0.4 %.

(2) Die Produktionsfunktion in (1) ist eine Funktion vom Cobb-Douglas-Typ

T1, X9, ..., Tp) =CX1 X2 ...+ T
f( ) 1@

Tn
n

also in jeder Variablen eine Potenzfunktion multipliziert mit einer Konstanten. Nun ist
aber die Elastizitit einer Potenzfunktion ¢" von einer Variablen gerade der Exponent;
denn &4 = t%% = r. Und die Elastizitéit einer Funktion &ndert sich nicht, wenn man sie
mit einem konstanten Faktor multipliziert. (Das ist gerade die Unabhéngigkeit der Ela-
stizitdten von der Wahl der Einheiten, mit denen die Grofle der Funktionswerte gemessen

wird.) Also sehen wir ohne weitere Rechnung
Efa; = Tj konstant
und haben das allgemeine Ergebnis:

e Die partiellen Elastizitaten von Cobb—Douglas—Funktionen sind konstant gleich den
FExponenten, mit denen die einzelnen unabhdngigen Variablen auftreten.

Die Eigenschaft, konstante partielle Elastizititen zu haben, charakterisiert iibrigens die
Cobb-Douglas-Funktionen auf RZ,. Ist namlich ey, =7 konstant, so folgt e;/,r1 , =
Efya1 — Eqlt 5, =71 — 11 =0, also ist a%l(f(:p)/x?) = 0, d.h. die Funktion g¢(za,...,x,) =
f(x)/z}" ist von z; unabhéngig. Ist auch e;,, = 7o konstant, so folgt e, ., = ro
und daher f(x)/(2'x5?) = g(xo,...,x,)/x? = h(zs,...,x,) ws.w. bis zur Konstanz

flx)/(atas? - ... alm) =c.
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(3) Wir greifen das frithere Beispiel der Nachfrage-Funktionen

z1(p1,p2) = 0.5 p}291. . x2(p1,p2) :p}/2—1.5p2+1.65.

auf. Die partiellen Elastizitdten sind:

€z.pn = —1 konstant, €x1pp = 0.7 konstant
" . _ —lop
2P 2%2(]717]72) ’ TPz I'Q(pl,pQ) ’

Fiir die Erlosfunktion E(py,p2) = 0.5p37 +py (p1/2 —1.5po+1.65) hatten wir die partiellen
Grenzerlose

oF 1 _-1/2 OF 03 | 1/2
— + 1.
ops 2p1 D2, ops = 0.35p, 3po 65 .

errechnet, also sind die partiellen Elastizititen der Erlosfunktion

Emp = _0p — 1 35p7 "% + p1"* — 3py + 1.65)
o 2E(p1,p2)’ b2 E(py,p2) ‘

Berechnung der Elastizitaten bei p; = 4, py = 1 zeigt, dass eine Erhohung von p; um 1%
zu einer Verringerung der Nachfrage z; um 1%, einer Erhohung der Nachfrage zo um
ﬁ % =~ 0.47 % und einer Erlossteigerung um 2—65 % =~ 0.38 % fiihrt. Eine Steigerung von
pe um 1% bew1rkt eine Erhohung der Nachfrage z; um 0.7%, eine Verrmgerung der

Nachfrage z, um % =~ 2.79 % und ebenfalls eine Erloserh6hung um % ~0.38%.

215 265

(4) Wir betrachten analog zu (3) die Nachfrage nach drei Giitern

21(p1,pa,p3) = 100 —4.5p, +1.5ps — 0.5ps,

z9(p1, P2, P3) 50 + pi()i) 0.5 ps

z3(p1,p2,p3) = 2.5 P13P2107P3

— 15])2 s

in einem Bereich, in dem die drei Nachfragewerte positiv sind. Die Elastizitdten—Matrix
ist (mit p = (p1,p2,p3))

z1(p) z1(p) z1(p)
(€Ii7pj) = —100p1 —1.5]92 50])3
(504p —%p3)29€2(17) za(p)  (50+p —%p3)2$2(p)
—p1 In2.5 P2 In3 —p3 In10

(In der i-ten Zeile steht die Elastizitdt von x; bzgl. p;.) Hier sind die Kreuz-Preis—
Elastizitdten e, ,, und &g, ,, positiv, die Giiter Nr. 2 und Nr. 3 also Substitutionsgiiter.
Die Kreuz-Preis-Elastizitéten e, ,, und &,,,, sind negativ, die Giiter Nr. 1 und Nr.
3 also Komplementéargiiter. Von den Kreuz-Preis-Elastizititen e, p,, €4, ist die erste
positiv und die zweite negativ, also sind die Giiter Nr. 1 und Nr. 2 weder substitutiv noch
komplementér zueinander. [ |



5.2 Richtungsableitungen und Richtungselastizititen

Durch Partialanalyse, also die Betrachtung einer Funktion f(z1,...,z,) von n Verdnder-
lichen als Funktion von jeweils nur einer Variablen z; bei fixierten Werten der anderen
Variablen z; (i # j), bekommt man meistens nur ungeniigende Information iiber die
zu untersuchende Funktion f. Es kann ja sein, dass sich f(zy,...,z,) bei simultaner
Anderung von mehreren unabhéingigen Variablen ganz anders verhélt als wenn man nur
eine unabhéngige Verdnderliche bei c.p.—Bedingung variiert. Geometrisch gesprochen ent-
spricht die Betrachtung der partiellen Funktion t — f(z1,...,2;_1,t,2j41,...,2,) der
Analyse der Funktionsverhaltens in Richtung der j—ten Koordinatenachse. Man wird aber
unter Umstdnden von der Funktion einen ganz anderen Eindruck gewinnen, wenn man
sie nicht nur in Richtung der Koordinatenachsen ansieht, sondern auch in anderen Rich-
tungen. Das zeigen schon ein ganz einfaches

BEISPIEL: Die lineare Funktion f(z,y) =z +y von zwei Verdnderlichen hat die Stei-
gung gf =1 und 85 = 1 in Richtung der Koordinatenachsen. Hat sie damit in allen
Richtungen Steigung 1 oder gibt es noch Richtungen mit gréflerer Steigung? Schauen wir
die Funktion z.B. in Richtung der Diagonalen an, also in Richtung des Einheitsvektors
\%(1, 1), so erhalten wir fiir die entsprechenden Differenzenquotienten

L ettt — faw)| = 4 |5+ &) = V2,

also ist die Steigung der Funktion in dieser Richtung /2. Wenn wir eine beliebige Rich-
tung ins Auge fassen, reprasentiert durch einen Einheitsvektor (u,v), so ergeben sich als
Differenzenquotienten in dieser Richtung

%[f(x—i—hu,y%—hv) — f(z,y)] = %[hu—i— hv] =u+wv,

und diese Steigungen konnen genau die Werte zwischen —v/2 und /2 annehmen (weil

2 =1 —u? ist wegen |(u,v)] = Vu2+v? = 1 und weil die quadratische Gleichung
utV1—ut=m <= 1—u*=(m—u)? genau fiir m? <2 eine Lésung v hat). Die
Funktion hat also in verschiedenen Richtungen ganz verschiedene Steigungen, und /2 ist
ihre groftmogliche Steigung. Allein mit Partialanalyse kann man dieses Funktionsverhal-
ten, das im Ubrigen typisch fiir differenzierbare Funktionen von mehreren Verénderlichen
ist, natiirlich nicht erkennen. [ |

Die Aufgabe, die Richtungen maximaler Steigung einer Funktion f(z) von mehreren

Verénderlichen z = (x1,...,2,) an einer gegebenen Stelle zu bestimmen, hat offensicht-
lich auch 6konomische Bedeutung: Wenn es sich z.B. um eine Gewinnfunktion handelt,
deren Werte von den 6konomischen Variablen xy, ..., z, abhéngen, so ist man natiirlich

daran interessiert, die Variablen so einzustellen, dass der Funktionswert ein Maximum ist.
Die Bestimmung des Maximums bei Funktionen von mehreren Variablen ist aber nicht
einfach und oft nicht explizit moglich. In diesem Fall wird man wenigstens wissen wollen,
in welche Richtung man einen aktuellen Wertesatz © = (x1, ..., x,) der unabhéngigen
Variablen verdndern muss, so dass der Gewinn moglichst stark zunimmt. Mit anderen
Worten: Wir suchen die Richtung der gréfiten Steigung der Funktion f an der Stelle x .
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Nun hat der héherdimensionale Raum R"™ viele Richtungen, und die Funktion f wird
an der Stelle z in verschiedenen Richtungen verschiedene Steigungen haben; in manchen
Richtungen wichst sie, in anderen féllt sie, in einer bestimmten Richtung wird sie viel-
leicht am stérksten wachsen. Nur in seltenen Ausnahmefillen wird es vorkommen, das
diese Richtung des stidrksten Anstiegs gerade die Richtung eines kanonischen Basisvek-
tors e; ist, so dass die entsprechende Steigung als partielle Ableitung berechnet werden
kann. Im Normalfall wird die Richtung u des stirksten Anstiegs an der Stelle  aber nicht
achsenparallel sein, und dann kénnen wir diese Richtung nur finden und die entsprechen-
de Steigung berechnen, wenn wir die Funktion auch bei Verdnderungen von x in dieser
Richtung u studieren und nicht nur auf achsenparallelen Geraden durch x.

Die Quintessenz dieser Uberlegungen ist: Es geniigt nicht, partielle Ableitungen zu be-
trachten, also die Steigungen einer Funktion in den Achsenrichtungen, sondern wir miissen
offenbar auch die Ableitungen in beliebigen Richtungen u erkldren und berechnen, um ein
so nahe liegendes Problem wie das der Richtung des stérksten Anstiegs angehen zu kénnen.
Aus dem Beispiel und aus den Formeln fiir die partiellen Ableitungen, also die Ableitun-
gen in Richtung der kanonischen Basisvektoren, ist schon klar, wie das zu machen ist:
Wir betrachten die Anderung der Funktions-

werte f(z+hu) — f(x), wenn wir z in Rich-

tung u um ein Stiick hu verschieben (mit Tn

heRyy und |h| klein; wenn h <0 ist, so
geht diese Verschiebung natiirlich in Rich-
tung —u). Um die Steigung in Richtung u
zu definieren, miissen wir die Anderung der
Funktionswerte noch durch die Grofle h die-
ser Verschiebung dividieren (jedenfalls ist das
die Grofle, wenn u ein Vektor der Lénge 1
ist; in der folgenden Definition lassen wir
aber Vektoren beliebiger Lange zu). Der Li-
mes der “Richtungs-Differenzenquotienten”
$[f+hu) — f(x)] bei h—0, also die Ablei-
tung von f(z+ tu) nach ¢ an der Stelle t=0,
ist dann die gesuchte Richtungsableitung.

"T].

DEFINITION: Die Richtungsableitung einer Funktion f:R™ D D — R an der Stelle
x € D nach dem Vektor u € R" ist

0uf(@) = lm F[f(@+hu) — f@)] = 4 flattu) €R,
wenn z innerer Punkt von D ist und der Limes existiert. Ist u ein Einheitsvektor (al-
so ein Vektor mit Euklidischer Norm 1), so heifit der Wert 0, f(x) der Richtungsablei-
tung an der Stelle x in Richtung u auch die Steigung der Funktion in Richtung u
(auch %(z) notiert statt d,f(z)). Die Richtungsableitung von Vektorfunktionen
F=(fi,.-..,fm):R* D D — R™ werden komponentenweise erklart, also ist 0,F(z) =
(Oufi(x),...,0ufm(x)) € R™ wenn fiir jede Komponentenfunktion f; die Richtungs-
ableitung nach dem Vektor u an der Stelle = definiert ist. Ist D offen und 0, f(x) bzw.
Oy F(x) an allen Stellen x € D definiert, so erhélt man entsprechend die Richtungs-
ableitungsfunktion 0,f:D > x — 0,f(z) € R bzw. 0,F:D — R™ auf D. [ |
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DISKUSSION: 1) Vergleich mit der Definition der partiellen Ableitungen zeigt:

e Die partiellen Ableitungen sind die Richtungsableitungen in Richtung der kanoni-
schen Basisvektoren,

%(I) — 0. f(x) firj=1...n.

2) Geometrische Interpretation: Die Richtungsableitung 0, f(z) gibt, wenn u ein Ein-
heitsvektor ist, die Steigung des Funktionsgraphen im Punkt (z, f(z)) in Richtung von
u an. Wenn man sich den Graphen als Oberfliche eines Gebirges vorstellt, wobei f(x)
die Hohe tiber jedem Punkt x der Basis D angibt, so ist das diejenige Steigung, die ein
auf dem Gebirge im Punkt (z, f(z)) befindlicher Wanderer feststellt, wenn er horizontal
in Richtung w blickt. Obwohl es in der Definition nicht vorausgesetzt ist, spricht man
von Richtungsableitungen im engeren Sinne meist nur, wenn der Vektor u die Euklidi-
sche Norm (Lénge) |u| = 1 hat. (Zur Erinnerung: |u| ist fiir Vektoren u € R™ definiert
als die Wurzel aus der Summe der Quadrate aller n Komponenten des Vektors, also
lu| = \/(u1)?+ ... 4+(u,)? = 1.) Jedenfalls

e ist die Normierung der Vektoren auf Linge |u| = 1, unbedingt erforderlich, wenn
man die Steigung 0, f(x) in Richtung von u berechnen will;

denn wenn man von u zu einem Vektor su mit gleicher (oder entgegengesetzter, wenn
s < 0) Richtung wie u iibergeht, so &ndert sich der Wert der Richtungsableitung auch
um den Faktor s € R, d.h. es gilt 05, f(z) = s- duf(x). Um die Steigung in einer
Richtung also eindeutig festzulegen, miissen wir fiir jede Richtung, d.h. fiir jeden Strahl
R.ov aus dem Ursprung des R", einen eindeutigen Vektor wihlen, der diese Richtung
repriasentiert. Ein (Ursprungs—)Strahl besteht definitionsgeméf aus allen Vielfachen rv
eines festen Vektors v # 0 mit positiven Faktoren r, und eine natiirliche Wahl ist eben
der eindeutige Einheitsvektor u = ﬁv auf diesem Strahl. Einheitsvektoren, also Vektoren
u € R™ der Euklidischen Lénge |u| = 1, nennen wir daher auch Richtungsvektoren (im
eigentlichen Sinn).

3) Okonomische Interpretation: Fiir u = (uq,...,u,) € R" gilt:

e Der Wert der Richtungsableitung 0,f(x) gibt an, um wieviele Einheiten sich
der Funktionswert f(x) ungefihr dndert, wenn man simultan die Werte der Varia-
blen x1,xs,... bzw. x,, um uy, us,... bzw. u, Finheiten verdndert.

Jedenfalls gilt das, wenn die Anderungen u;,us,...,u, der unabhingigen Variablen
im Betrag als klein angesehen werden kénnen. Genauer ist es so, dass die Anderung
f(z4 hu) — f(x) des Funktionswertes beim Ubergang von = = (zy,...,2,) zu o+ hu =
(x1+ huy, ..., x,+ hu,) approximativ gleich h-d, f(z) ist, wobei die Approximation um-
so besser ausfillt, je kleiner |h| ist. Das gilt auch, wenn u kein Einheitsvektor ist, und
es wire bei dieser 6konomischen Interpretation auch nicht zweckméfig, die Definition der
Richtungsableitungen auf Vektoren u der Norm 1 zu beschrinken. Wenn man allerdings
die Anderungsrate (Anderungsgeschwindigkeit) der Funktion in Richtung eines
Vektors u angeben will, so ist die Normierung |u| = 1 erforderlich oder man muss
Ouf(x) ins Verhéltnis zur Lénge |u| setzen:

e Die Anderungsrate (Anderungsgeschwindigkeit) der Funktion f an einer Stelle x
in Richtung eines Vektors 0 # u € R™ ist der Wert der Richtungsableitung O, f(x),
wenn u ein Einheitsvektor ist, und ﬁ@uf(x) im allgemeinen Fall.
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Das Vorzeichen der Richtungsableitung 0, f(z) bestimmt dabei, ob die Funktions-
werte f(x) bei kleiner Verschiebung der Stelle z in Richtung des Vektors u zunehmen
(Ouf(x) > 0) oder abnehmen (9, f(x) < 0). Im Fall 0,f(x) =0 verdndern sich die Funk-
tionswerte bei solchen kleinen Verschiebungen praktisch {iberhaupt nicht.

4) Die Richtungsableitung 9, f () ist die Ableitung der Funktion f auf der Geraden durch
x mit Richtung von w, und diese Gerade hat dieselbe Dimension 1 wie die Zahlengera-
de. Daher 148t sich diese Ableitung auch als Ableitung einer Funktion von einer reellen
Verénderlichen ¢ berechnen, némlich 9, f(z) = & |,_of (z+tu) wie in der Definition. Eine
Konsequenz ist:

e Fliir Richtungsableitungen gelten die Ableitungsrechenregeln aus der Differentialrech-
nung fiir Funktionen einer Verdnderlichen, also die Summen— und Faktorregel, die
Produktregel, die Quotientenregel und die Kettenregel, analog.

Das bedeutet also (fiir » € R und f,g,z,u wie oben und h:R — R, wobei natiirlich
g(x) # 0 sein muss bei der Quotientenregel):

Ou(rf)(z) = r0.f(x),
du(f £g)(x) = Ouf(z)=E0ug(),
du(fg)(x) = (Ouf)(x)g(x)+ f(2)0ug(z),

Bu(f/9)(z) = g(l’)&uf($;(;)j;(x)aug(q:),

Ou(ho f)(z) = W (f(x)):0uf(z).

5) Weil die Richtungsableitung 0,F von Vektorfunktionen F = (f,..., f,) kompo-
nentenweise erklédrt sind, gelten die Summen— und Faktorregel hierfiir ebenfalls. Aufler-
dem hat man auch eine Produktregel 0,(F * G) = (0,F) * G + F * (0,G) fiir beliebige
Produkte #:R™ x R! — R*. Das ist ganz so wie in 5.1 bei den partiellen Ableitungen
%(F * G) = 0,,;(F * G), und wir brauchen darauf nicht weiter einzugehen. Auch die in
5.1 gemachte Bemerkung, dass man sich bei der Differentiation von Vektorfunktion zu
allererst {iber das Format des Ergebnisses im Klaren sein sollte, gilt hier genauso:

e Die Richtungsableitung 0,F einer Vektorfunktion F hat Werte in demselben Vek-
torraum R™, in dem auch F' seine Werte nimmt. [ |

Wie bei den partiellen Ableitungen gibt es auch bei Richtungsableitungen eine von Ein-
heitenwahlen unabhéngige und daher besonders fiir 6konomische Anwendungen geeigne-
te Variante. Dabei wird die relative (d.h. prozentuale) Anderung des Funktionswertes
f(z) = f(zy1,...,x,) ins Verhiltnis gesetzt zu den relativen Anderungen der unabhingi-
gen Variablen z; in Richtung eines gegebenen n-gliedrigen Vektors. Um dabei von der
Einheitenwahl bei jeder einzelnen Variablen x; unabhéngig zu sein, diirfen wir aber nun
nicht annehmen, dass die Zuwéchse bei den z; in vorgegebenen Verhéltnissen zueinan-
der stehen, wie das beim Ubergang von x zu x + hu der Fall ist, sondern wir miissen
solche Verhéltnisse % : };“2 D hI“" = .Uy : - v, fur die relativen Variablen-
suwiichse vorschreiben. Dies bedeutet dass der Zuwachs bei z; durch hx;v; gegeben
ist, dass wir also die Stelle z in Richtung des Vektors u = (zyv1, 2909, ..., 2,0,) va-
riieren miissen. Beim Ubergang von z zu 2 + hu ist dann die relative Anderung von
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$j+hu]‘ —T;

x; gleich = hv;, d.h. z; wird um h - v; % gedndert. Nehmen wir die Zahl

:L.J ..
h € Ry, als MaB fiir die Grofe der relativen Anderung des vektoriellen Arguments x
und setzen die relative Anderung von f(x) dazu ins Verhéltnis, so erhalten wir den Quo-
f(z+hu)—f(x)
hf (@)
der Funktionswertéinderung zu dem gegebenen “Prozentsatzvektor” v = (vy,...,v,).

tienten mit dem Grenzwert ﬁ@u f(z) als von Einheiten unabhéngiges Maf

DEFINITION: Die Richtungselastizitit einer Funktion f:R™ D D — R an der in-
neren Stelle z € D bzgl. des Vektors v = (vq,...,v,) € R" ist

Y S
L 1Ftrvg, . Tt tr,oy,)
Ero(x) = dt‘t:O _ %uf(@) mit u = (101, ..., Ty00),

/() (
wenn x innerer Punkt von D ist und 0, f(z) existiert. (Wie immer bei Elastizitaten wird
hierbei natiirlich auch vorausgesetzt, dass f(z) > 0 ist.) Die Richtungselastizitit von
Vektorfunktionen F' = (f,..., fn):R" D D — R™ wird komponentenweise erklért,
also ist ep,(z) = (ef0(x), ..., €5, 0(x)) € R™, wenn die Elastizitdten ey, ,(z) definiert
sind fir ¢ = 1...m. Ist D offen und sind die Richtungselastizitdten bzgl. v an allen
Stellen x € D definiert, so erhélt man entsprechend Richtungselastizititsfunktionen
Efv:D — R bzw. €p,: D — R™. [ |

DISKUSSION: 1) Fiir kanonische Basisvektoren v = e; und x € R™ ist in der
Definition u = (zyv1,...,2,0,) = xje; und 0, f(x) = :vjaa—é(:t).

o Also sind die die Richtungselastizititen bzgl. der der kanonischen Basisvektoren
nichts anderes als die partiellen Elastizititen:

€1a;(T) = €fe;(T) firj=1...n;

2) Okonomische Interpretation: Fiir eine positive Funktion von n Variablen und einen
gegebenen “Prozentsatzvektor” v = (vy,...,v,) € R gilt:

e Der Wert der Richtungselastizitit c;,(z) ¢ibt an, um wieviel Prozent sich der
Funktionswert f(x) ungefdhr dndert, wenn man simultan die Werte der Variablen
X1, T, ... bzw. x, um 1%, 0%, ... bzw. v,% verdndert.

Jedenfalls gilt das, wenn die Prozentsétze vq,vs,...,v, der Anderung der unabhingigen
Variablen im Betrag als klein angesehen werden kénnen (gegeniiber 100 %). Genauer ist
es so, dass bel simultaner Verdnderung der z; um h - v; %, also beim Ubergang von
r = (x1,...,2,) zZu x+ %u = (z1+ %lel, e Tt %vn:vn), die relative Anderung
[(at (h/;?f))“)_f @) des Funktionswertes approximativ gleich h - ero(x) % ist, wobei die

Approximation umso besser ausfillt, je kleiner |h| ist.

Das Vorzeichen der Richtungselastizitéit c;,(x) bestimmt dabei, ob die Funktions-
werte f(x) zunehmen (e,(x) > 0) oder abnehmen (e, (z) < 0) bei kleiner Verénderung
der Stelle x entsprechend den Komponentenverhéltnissen des Prozentsatzvektors v. Im
Fall £f,(z) = 0 verindern sich die Funktionswerte bei solchen kleinen Anderungen von
x praktisch {iberhaupt nicht.
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3) Mit der Terminologie “elastisch”, “ausgeglichen elastisch”, “unelastisch” im Zusam-
menhang mit Richtungselastizititen gibt es Schwierigkeiten: “Elastisch” wiirde man eine
Funktion f an einer Stelle z bzgl. eines Vektors v nennen, wenn kleine relative Anderun-
gen von x geméif dem Prozentsatzvektor v gréBere relative Anderungen des Wertes f()
bewirken, d.h. wenn der Betrag der Elastizitit |, (z)| die Grofle des Prozentsatzvektors
v iibersteigt. Man miisste dazu also eine reelle Zahl ||v|| als Grofie des Prozentsatzvektors
v € R™ festlegen und iiberpriifen, ob |4, (x)| grofer oder kleiner als ||v|| ist; aber fiir die
Festlegung einer solchen Groflenmessung bei Vektoren gibt es keine eindeutige sinnvolle
Vorschrift.

Das Problem wird deutlich anhand der folgenden konkreten Frage: Wenn man jede Kom-
ponente eines Punktes (z,y) € RZ, um 1% erhoht, ist das eine groBere oder kleinere
relative Anderung, als wenn man eine Komponente um 2% vergréfert und die andere
unverdndert ldsst?

Bei den partiellen Elastizitdten haben wir im Prinzip 1 als Gréfle von v = e; definiert
und die Grofle der relativen Anderung beim Ubergang von xj; zu x; + txr; unter c.p.—
Bedingung mit |¢| angesetzt; dann ist f elastisch bzgl. der j-ten Variablen, genau wenn
lefz; (2)] > 1 ist. Im allgemeinen Fall kénnte man als Groe ||v]| von v die Euklidische
Norm |v| nehmen, was aus Sicht 6konomischer Anwendungen wenig sinnvoll scheint, oder
z.B. die Betragssumme |v|; := 377, |v;| aller Eintréige oder auch ihr Maximum |v]y, :=
maxj_, |v;], was in manchem 6konomischen Kontext nahe liegt. Die Grofie der relativen
Anderung von x beim simultanen Ubergang von x; zu tvjz; fiir j = 1...n ist dann das
|t|-fache der festgelegten Grofe ||v|| von v. Bei allen drei GroBenmessungen fiir v ergibt
sich im Fall kanonischer Basisvektoren die GroBe 1. Die GriBe der relativen Anderung
von (z,y) € R2, bei Erhshung beider Komponenten um jeweils 1% wire aber bei Wahl
der Euklidischen Norm mit |(1,1)| = v/2 anzusetzen, bei Wahl der Summen-Norm mit
|(1,1)]; = 2 und bei Wahl der Maximum-Norm mit |(1,1)|. = 1. Dementsprechend wire
eine dabei festgestellte relative Anderung der Funktionswerte um /2% als elastisches
Funktionsverhalten zu qualifizieren, wenn man die Maximum—Norm zu Grunde legt, als
unelastisches Verhalten, wenn man die Summen—Norm festgelegt hat, und als ausgeglichen
elastisches Verhalten, wenn man sich fiir die Euklidische Norm entschieden hat.

Die Konsequenz aus alldem ist, dass wir nicht von elastischem oder unelastischem Funk-
tionsverhalten einer Funktion von n Variablen bzgl. eines allgemeinen Vektors v € R”
sprechen diirfen (es sei denn, wir haben genau festgelegt, was damit gemeint ist). Die
allgemeinen Richtungselastizitaten e, (z) sind aber sinnvoll und haben 6konomische Re-
levanz gemésf 2).

4) Aus der Definition ey, (x ) mit u = (zyv1,...,2,0,) und den Rechenre-
geln fiir Rlchtungsableltungen erge en smh Rechenregeln fur Richtungselastizitéiten,
die vollig analog zu den in 5.1 angegebenen fiir partielle Elastizitdten sind. (Man muss
dort nur ey, iiberall durch ey, ersetzen.) Wir ersparen uns die Details und vermerken
nur:

e Fir Richtungselastizititen gelten die Ableitungsrechenregeln aus der Differential-
rechnung fir Funktionen einer Verdnderlichen analog.

Fiir Vektorfunktionen F' = (fi,..., f,) mit positiven Komponentenfunktionen ergeben
sich entsprechende Rechenregeln dann unmittelbar aus der komponentenweisen Definition

EFv = <5f1,v7 e 7Efmﬂ))' "
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BEISPIELE: (1) Wir betrachten f(x,y) =
1

2%(1 + y). Die Richtungsableitung in
Richtung des diagonalen Einheitsvektors u = ﬁ(l, 1

) ist dann
_ d ¢ ty _ d t\2 t
= H2(l+y)+2°5 = 520+ 2y +2?)
und die Richtungsableitung in Richtung des Einheitsvektors v = (%, %) ist
_ d 3 4 _ d 34)2 4
avf(‘r7y) - dt‘t:ﬂf<m+ 5t7y+ 5t> dt‘t:O(x—i_ 5t) (1+y+ 5t)
= 32z(1+y) + 322,
Fiir allgemeine Vektoren w = (wy,wsy) ergibt sich analog
0uf(@,5) = L (1w (1 y+ twy) = w2e(1+) + wya®
Wollen wir nidherungsweise bestimmen, um wieviel Prozent sich der Funktionswert an
einer Stelle (z,y) € Ry dndert, wenn man x und y um jeweils 1% vergrofiert, so haben

wir die Richtungselastizitit bzgl. des Vektors v = (1,1) zu berechnen. Dazu miissen wir
w = (zvy,yvy) = (z,y) betrachten und haben

eran(@,y) = mawf( Y) = 20(1+y)tyr _ 243y (w = (z,9) ).

*(1+vy) 1+y
Fiir y = 1 und beliebige x > 0 ist also die prozentuale Erh6hung des Funktionswerts ca.
2.5%. Dass dieses Ergebnis nicht von z abhingt, ergibt sich auch aus der Produktregel
fiir Elastizitédten: €,2(144),1,1) = (€5,1,1))? * E144,(1,1), WObel €5, 11) = %%]tzo(x +txr) =1

ist und e14y,1,1) = ﬁ %h:o(l + 1z + ty) Y

= 7, Durvon y abhéngt.

(2) Die Funktion f(z,y,z) = x%¢¥* hat in Richtung von u = \/Lg(l, 1,1) die Ableitung

d z z
Ouf(x,y,2) = %‘ NG \/%t)?’e(y”/\@)( V) — 5% (3% + 2%z + 2'y)
und fiir allgemeine Vektoren w = (wy, wy, w3) € R?

Owf(z,y,2) = %‘ t_o(x + Ly )BelHtw2)EHtws) — () 302 4 oa® s + weady)eV .
Erniedrigt man =2 um 1% und erhéht y=1 um 2%, ohne den Wert von z=1In2 zu
dndern, so ist die prozentuale Anderung des Funktionswerts f(2,1,In2) = 16 néhe-
rungsweise (da man hier geméafl Definition der Richtungselastizitit nach dem Vektor
w = (z(—1),y2,20) = (—2,2,0) zu differenzieren hat):

Er(c120)(2,1,In2) = % O(—220)f(2,1,In2) = —3+2In2 ~ —1.61.

Insbesondere nimmt der Funktionswert bei dieser Anderung ab, weil das Ergebnis negativ
ist.
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(3) Fir lineare Funktionen ¢(z) =aex+b=ajx—1+...+ayz, +b ist die Richtungs-
ableitung bzgl. u € R™:

Ol () Uz + tu) o(x+tu) + b = t(asu)+asr+b =aeu.

_d
- dt‘ =0 dt‘ dt‘

Fiir R™-wertige lineare Vektorfunktionen L(x) = Az+b auf R", A € R™*" eine mxn—
Matrix und b € R™, lautet die analoge Rechnung:

_d
Oul(x) = %‘ t:O[ dt‘

da ja komponentenweise differenziert wird. Das Resultat ist:

(x +tu) +b] = [tAu+ Az + b| = Au,

e Jede Richtungsableitung einer linearen Funktion ist konstant, und zwar ist

e im skalaren Fall 0,0 = aeu das Skalarprodukt des Koeffizientenvektors mit dem
Richtungsvektor

e und im vektoriellen Fall 0,L(x) = Au das Produkt der Koeffizientenmatriz mit dem
Richtungsvektor.

(4) Der Ortsvektor an einer Stelle z € R™ ist der Vektor v = x (aufgefasst als ein
Richtungsvektor). Die Richtungsableitung einer Funktion f an der Stelle z in dieser
Richtung u = x ist

1 * t)Jf) - %‘ s=1

% flx dt‘ T+t dt‘ f(s2)

und heifit Ableitung nach dem Ortsvektor, in 6konomischer Terminologie auch Ska-
lenableitung oder Niveauableitung der Funktion f an der Stelle x. Diese Ausdriicke
kommen daher, dass man eine Anderung z — sz mit positvem Faktor s als Skalen-
variation oder Niveauvariation des Vektors z bezeichnet. Eine solche Anderung liuft
nédmlich darauf hinaus, dass man nur die Skala, mit der die Gréfle der Eintréage des Vek-
tors x gemessen wird, fiir alle Komponenten um denselben Faktor abandert bzw. dass
man nur das “Niveau” des Vektors z, wie in der Okonomie gelegentlich seine Euklidi-
sche Norm |z| = /(z1)2+ ...+ (x,)? genannt wird, veriindert, ohne die Verhéltnisse
zwischen seinen Eintrégen zu éndern. Wenn die unabhéngigen Variablen z; im ¢konomi-
schen Kontext “Faktoren” heiflen, wie etwa bei Produktionsfunktionen, so wird auch von
einer proportionalen Faktorkomplex—Variation gesprochen, weil alle Eintrige des Faktor-
vektors (Fakorkomplex) um denselben Proportionalitdtsfaktor abgeédndert werden.

Der Ortsvektor x ist radial gerichtet, d.h. er hat die Richtung des Pfeils vom Ursprung
des R™ zum Punkt z, er ist aber im Allgemeinen kein Einheitsvektor (aufler wenn xz
den Abstand 1 vom Ursprung hat). Will man die Steigung fiir die Funktion f in radialer
Richtung bestimmen, so muss man nach dem entsprechenden radialen Einheitsvektor El‘x
differenzieren (wenn z # 0). Dies ist die sog. radiale Ableitung, die sich an der Stelle
x # 0 von der Skalen—Ableitung um den Faktor ﬁ unterscheidet:

aradf(il?) = aa:/|:]c\f<33> = |‘TL| axf(il?) .

Sie hat die Interpretation der Steigung in radialer Richtung von der Funktion f
an der Stelle z # 0 bzw. der Anderungsrate in radialer Richtung. Die Anderung
des Funktionswertes f(x) ist also ungefiahr h - 0.,qf(7), wenn man den Argumentvek-
tor x durch einen kleinen radial gerichteten Zuwachs Eh‘x der Lénge |h| abéndert. Bei

Anderung von 2 um den Zuwachs hz betrigt die Anderung von f(z) dagegen ungefihr

h-0.f(x) = hlz| - Opaq f(2).
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Die Elastizitdat an der Stelle z bzgl. Skalenvariationen heifit Skalen—Elastizitéit oder
Niveau—-Elastizitdt von f an der Stelle x und wird os(x) bezeichnet. Da Skalen-
Variationen bedeuten, dass alle Komponenten von x um denselben Prozentsatz ab-
gedndert werden, ist dies nichts anderes als die Richtungselastizitit bzgl. des Vektors
v=(1,1,...,1) mit lauter Komponenten 1.

__1 d =1 -

O-f(x> - f(l’) ds 5:1f(8x> f(QT) 8mf(x) 6f,(l,l,...71)(x> .
Die 6konomische Bedeutung der Skalen—FElastizitit ist, dass der Wert of(z) die ungeféihre
prozentuale Anderung von f(z) angibt, wenn alle (positiv angenommenen) Komponenten
z; simultan um 1% vergrofert werden.

Konkret ist z.B. fiir eine Cobb-Douglas-Funktion f(z) = caj'zy? ... a2~ die Skalen-
ableitung
210kaaf (1) = Ouf(x) = | [e(sa} (s22) .- (s)"]
= Ay () = () f(@),
und die Skalenelastizitat ist
of(z) = ﬁ@xf(x) =ri+7ry+...+7r, konstant. -

Man sieht an diesen Beispielen, dass man bei elementaren Funktionen alle Richtungsablei-
tungen und Richtungselastizitdten mit Differentiation von Funktionen einer Verédnderli-
chen konkret ausrechnen kann. Aber wenn wir die Richtung des stérksten Anstiegs der
Funktion herausfinden wollen — das ist schliellich eine Motivation fiir das Ganze —, so
miissen wir die Richtungsableitung in jeder Richtung berechnen und der Gréfle nach mit-
einander vergleichen. Nun gibt es unendlich viele Richtungen und wir miissten demnach
unendlich viele Richtungsableitungen berechnen — eine kaum zu bewiltigende Aufgabe.

Zum Gliick aber sind bei “normalen” Funktionen die Richtungsableitungen 0, f(x) an ei-
ner festen Stelle x € R™ fiir die verschiedenen Vektoren v € R™ nicht unabhéngig vonein-
ander, sondern wenn man sie fiir n linear unabhéngige Vektoren berechnet hat, so kann
man alle anderen Richtungsableitungen an derselben Stelle in einfacher Weise dadurch
ausdriicken. Insbesondere kann man fiir “normale” Funktionen alle Richtungsableitun-
gen an einer Stelle durch die partiellen Ableitungen an dieser Stelle ausdriicken. Um das
Ergebnis zu motivieren, schreiben wir f(z + hu) — f(z) als Summe von Differenzen

f(f]fl"‘ hul, . ,l’j—|— h’U/j,QZj+1, . ,.Tn) — f(LCl—l- hul, . ,Ij,1+ h'LLjfl,Ij, c. ,SL’n)

mit einem Unterschied allein beim j-ten eingesetzten Argument. Fiir kleine |h| ist die-

: . . P 0

se Differenz ungefahr gleich huj#;(azl+ huy,...,xj_1+huj_1,z;,...,2,), und wenn %fj

stetig ist, so ist dies wiederum ungeféhr gleich huj%(xl, ..., Ty), so dass Aufsummieren
J

fir f(z+hu) — f(z) den Néherungswert h_ 7 uj%(x) gibt. Dies gilt umso genau-
er, je kleiner |h| ist, so dass man fiir 9,f(z) = limy_o 3 [f(z+ hu) — f(z)] die Formel
> uja%(x) erhélt. Diese Formel ist der wesentliche Inhalt des folgenden Satzes. Sie
zeigt, wie man die Richtungsableitungen durch die partiellen Ableitungen ausdriicken
kann, und sie ldsst erkennen, dass die Richtungsableitungen linear vom Richtungsvektor

abhéngen, dass also Oputse)f(2) = rdy f(x) + 50, f(x) gilt fir v,v € R” und 7,5 € R.
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Die skizzierte Herleitung lédsst sich mathematisch streng durchfithren, wenn die partiellen
Ableitungen von f an der Stelle = stetig sind. Diese Bedingung ist fiir alle elementa-
ren Funktionen von mehreren Verénderlichen und allgemeiner fiir alle im richtigen (hier
nicht weiter erkldrten) Sinne “differenzierbaren” Funktionen von mehreren Verédnderli-
chen erfiillt. Fiir die Mathematik in den Wirtschaftswissenschaften bedeutet es, dass man
die Giiltigkeit des Satzes praktisch fiir alle dort behandelten Funktionen annehmen kann.
Da Vektorfunktionen komponentenweise differenziert werden, gilt der Satz nicht nur fiir
skalare Funktionen, sondern automatisch auch fiir Vektorfunktionen.

SATZ (Richtungsableitungen und partielle Ableitungen): Hat die reelle Funktion
f:R* D> D — R auf einer Ungebung des Punktes x € D stetige partielle Ableitungen,
so existieren die Richtungsableitungen O, f(x) an der Stelle x bzgl. aller Vektoren u € R™
und die Richtungsableitungen hingen linear vom Richtungsvektor ab. Sie lassen
sich folglich als Linearkombinationen der partiellen Ableitungen von f an dieser Stelle
darstellen, wobei die Koeffizienten gerade die Komponenten des Vektors uw = (uy,. .., uy)
sind:
0uf(z) = ulg—i(x) +qu—fo(x) T +un§—£(x).

Dasselbe gilt fiir die Richtungsableitungen 0,F(x) € R™ wvon Vektorfunktionen F:R"™ D
D — R™, wenn deren Komponentenfunktionen auf einer Umgebung der Stelle x stetige
partielle Ableitungen haben.

Der Nutzen des Satzes ist offensichtlich: Sobald man die partiellen Ableitungen berechnet
hat, erhidlt man alle Richtungsableitungen praktisch gratis, ohne weiteren Rechenaufwand!
Man muss ja nur die partiellen Ableitungen linear kombinieren mit den Eintrdgen des
Richtungsvektors als Koeffizienten.

Fiir die Richtungselastizititen folgt aus der Berechnungsformel ¢y ,(z) = ﬁ@u f(z) mit

u = (x1v1,...,2,v,) unmittelbar eine analoge Aussage:

KOROLLAR (Richtungselastizititen und partielle Elastizitdten): Auch die
Richtungselastizititen hingen linear vom Richtungsvektor ab. Folglich lassen
sich die Richtungselastizititen cy,(x) als Linearkombination der partiellen Elastizititen
darstellen, wobei die Koeffizienten gerade die Komponenten des Vektors v = (vy,...,vy,)
sind:

Ero() = ViEf0 (@) + Vo f 0y (T) + .o+ VpEfa, (X).

Auch hier gilt dasselbe fiir die Richtungselastizititen ey, (x) € R™ von R™-wertige Vek-
torfunktionen.

BEMERKUNGEN: 1) Ist u ein Richtungsvektor im engeren Sinne, also ein Ein-
heitsvektor (Ju| = 1), so heiflen die Komponenten u; auch die Richtungskosinusse von
u, weil sie sich als Kosinus des Winkels zwischen der Richtung von u und einer Ach-
senrichtung interpretieren lassen. Damit lésst sich der Satz fiir skalare Funktionen f so
umformulieren:

e Die Steigung von f an der Stelle x in Richtung u ist die Linearkombination der
partiellen Ableitungen in x mit den Richtungskosinussen von u als Koeffizienten.
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2) Stetigkeit bei Funktionen von mehreren Verdnderlichen bedeutet anschaulich, dass sich
die Funktionswerte beliebig wenig déndern, wenn man die Anderungen der Argumente hin-
reichend klein hélt. Das wird genauso prézisiert wie bei Funktionen einer Verédnderlichen:
Eine Funktion ¢:R" D D — R (oder — R™) heifit stetig an der Stelle x € D, wenn es zu
jeder gegebenen Fehlerschranke € > 0 ein § > 0 gibt, derart dass der Abstand der Funk-
tionswerte |g(Z) — g(z)| < e ausfillt, wenn immer Z ein Punkt aus D ist mit Abstand
|T — x| <9 zu x. In der Mathematik wird gezeigt, dass alle elementaren Funktionen von
mehreren Verénderlichen auf ihren offenen Definitionsbereichen stetig sind (d.h. an jeder
Stelle des Definitionsbereichs). Da elementare Funktionen auf offenen Mengen dort auch
elementare partielle Ableitungen besitzen (siehe 5.1), ist die Stetigkeitsvoraussetzung des
obigen Satzes fiir elementare Funktionen immer erfiillt. (Ohne die Stetigkeitsvorausset-
zung fiir die partiellen Ableitungen oder eine alternative Ersatzbedingung gilt die Aussage
des Satzes iibrigens im Allgemeinen nicht.)

3) Mit der Stetigkeit bei Funktionen von mehreren Verénderlichen brauchen wir uns nicht
néher zu befassen. Wir erwdhnen nur noch folgende quantitative Verschiarfung des Stetig-
keitskonzepts, die leichter verstandlich ist: Eine Funktion ¢:R" D D — R (oder — R™)
heifit dehnungsbeschrinkt mit Dehnungsschranke L € R>q (oder Lipschitz—stetig
mit Lipschitz—Konstante L), wenn gilt
lg(Z) — g(x)| < L |7 — z firalle z, 7€ D.

Dann wird also der Abstand der Argumente durch Anwendung der Abbildung ¢ hochstens
um den Faktor L “gedehnt” (wenn L > 1 ist; im Fall 0 < L < 1 wird er mindestens
um den Faktor L “gestaucht”). Dehnungsbeschrinkte Funktionen sind offensichtlich ste-
tig (zu € > 0 kann man 0 = fein 2) wihlen, bzw. § > 0 beliebig, wenn L = 0 ist),
aber Dehnungsbeschrénktheit ist eine viel stdrkere Eigenschaft als blole Stetigkeit. Man
kann (mit dem Schrankensatz) zeigen, dass jede elementare Funktionen von mehreren
Verénderlichen zumindest auf abgeschlossenen Kugeln in ihrem (offenen) Definitionsbe-
reich denungsbeschrankt ist.

4) Das vor dem Satz angegebene Beweisargument ldsst sich allgemeiner auch auf Diffe-
renzen f(c(t))— f(x) fiir Kurven ¢(t) im Definitionsbereich D C R™ von f mit ¢(ty) = =

anwenden. Eine Differenz f(ci(t),...,¢;j(t), zj41,...,2n) —f(a1(t), ..., cj—1(t), 24, ..., 2p)
mit einem Unterschied nur beim j—ten Argument ist = (c;(t) — ;) 2L (v) wenn |e(t) — x|
J

klein ist. Division mit (¢ — #p) und Summation iiber j = 1...n gibt unter Beriicksichti-
gung von ——[c;(t) — x;] = ﬁ[cj (t) — co(t)] — (ty) bei t—0 dann folgendes Ergebnis

t—t
fiir die Ableiotung einer Funktion langs einer Kurve:

d o Sfle®) = f=) . of N

) flelt)) = lim =402 @) + .+ ) 2L @) = 00 (@),
wenn f:R™ D D — R (oder — R™) an der Stelle © € D stetige partielle Ableitungen hat
und c: |, f[— D eine Kurve ist mit c¢(ty) =  und mit Tangentenvektor (o) € R™.
Kurz kann man sagen:

e Die Ableitung einer Funktion lings einer Kurve ist gleich der Richtungsableitung
der Funktion in Richtung des Tangentenvektors der Kurve.

Die Richtungsableitung 0, f(x) selbst ist per Definition auch eine Ableitung lings einer
Kurve, ndmlich der speziellen “Kurve” ¢(t) = z + tu, die eine Gerade parametrisiert. Mit
der hier angegebenen Verallgemeinerung kann man auch die Ableitung langs “gekriimmter
Kurven” durch Richtungsableitungen und also durch partielle Ableitungen berechnen. W
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Die rechte Seite der Formel, mit der eine Richtungsableitung 0, f(x) durch die partiellen
Ableitungen ngj(x) ausgedriickt wird, kann man als Skalarprodukt von « mit dem Vek-
tor in R™ schreiben, dessen Komponenten die partiellen Ableitungen von f an der Stelle

x sind. Entsprechen kann man fiir R™—wertige Vektorfunktionen F = (fi,..., f,) die
Richtungsableitung 0,F(z) als Produkt der mxn-Matrix (gg; (x)) der partiellen Ablei-

tungen mit dem (Spalten—)Vektor u schreiben. Nun ist es zwar kein Informationsgewinn,
wenn man die partiellen Ableitungen zu einem Vektor zusammenfasst, aber wir werden
sehen, dass der so gebildete Vektor eine entscheidende Rolle bei der Lésung des Problems
spielt, die Richtung der grofiten Steigung von f an der Stelle x zu bestimmen. Daher
erhélt dieser Vektor einen besonderen Namen. Mit “Differenzierbarkeit” an einer Stelle x
meinen wir im Folgenden, dass alle Richtungsableitungen dort existieren und linear vom
Richtungsvektor abhéngen. Fiir elementare Funktionen ist das wie gesagt immer der Fall.

DEFINITION: (i) Ist die skalare Funktion f:R" D> D — R differenzierbar an der
Stelle x € R™, so heifit der (Spalten-)Vektor mit den partiellen Ableitungen von f an

dieser Stelle als Komponenten, also der Vektor of
a—xl(l’)
i ) = Vi) = (2w, L), @) = | =0 | er
& N T\ Oz 0wy T Oy, N : ’
oL (x)

der Gradient von f an der Stelle z. Ist Vf(x) fiir alle  aus der offenen Menge D
definiert, so heiflt die Vektorfunktion Vf: D — R" das Gradientenfeld zu f auf D.

(ii) Ist die Vektorfunktion F = (fi,..., f,n) an der Stelle x € R™ differenzierbar,
so heifit die mxn—Matrix aller partiellen Ableitungen der Komponentenfunktionen die
Ableitungsmatrix (oder Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix) von F' im Punkt z,

g—g(x) S—Q(SL‘) . %(m)
(a_F(:E)) _ (8]‘}- (w)) _ L) L@ ... P2
O Ox; 1<i<m,1<j<n : : :

Yo(a) Yoia) ... Yoo)

o1 Oz 0zn

(i’) In der Situation (i) heifit der (Spalten-)Vektor mit den partiellen Elastizitdten von

f an dieser Stelle als Komponenten, also der Vektor (2)
Efa \ L

Ef s (x) n
(r,(»af(x) = <5f,;r1(x) s € fm0 (I) y e ,gfwn(q;)) = ' e R",
€ fan (T)
der Elastizitdtsgradient (oder Elastizititsvektor) der skalaren Funktion f im Punkt z.

(ii’) In der Situation (ii) heifit die mxn-Matrix aller partiellen Elastizitéiten der Kom-
ponentenfunktionen die Elastizitdtsmatrix der Vektorfunktion F' im Punkt x,

6f1,df1(x) €f27:v2(x) €f1,$n(x)

L . <C3112,961(x> 5f2,9:2(13) gfz,ivn(x)
<8Fﬂc(m)) T (5fi:fﬂj(x))1gigm,1§jgn - .

Efr‘nyxl (x) 6fm7x2 ('7;) tee E:fm,zn ('7;) .
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Das Symbol “V” in (i) ist ein kiinstlicher Buchstabe, der “Nabla” gesprochen wird. Man
liest aber “V f” auch einfach als “Gradient von f”. Wichtig ist folgende Konvention:

e In den Zeilen der Ableitungsmatriz [Elastizititsmatriz] stehen alle partiellen Ab-
leitungen [Elastizititen] einer Komponentenfunktion, in den Spalten die partiellen
Ableitungen [Elastizititen] aller Komponentenfunktionen nach derselben Variablen.

Wie oben schon bemerkt, ist die Richtungsableitung 0, f(x) gerade das Skalarprodukt
von v mit dem Gradienten von f an der Stelle z und im vektoriellen Fall ist 9, F (x) das
oF

Produkt der Ableitungsmatrix (%(x)) mit dem Spaltenvektor w. Entsprechendes gilt

fiir Elastizitaten. Wir halten das fest als

KOROLLAR: (i) Die Richtungsableitung der skalaren Funktion f an der Stelle x € R"
nach dem Vektor u € R™ ist das Skalarprodukt dieses Vektors mit dem Gradienten von f
an der Stelle x ,

Ouf(x) = usVf(z).

Die Richtungselastizitit von f an der Stelle x bzgl. eine Vektors v € R™ ist das Skalar-
produkt dieses Vektors mit dem FElastizitdtsgradienten an der Stelle x

€f7v(ZL’) = Ve éaf(l') .

(ii) Die Richtungsableitung der Vektorfunktion F' an der Stelle x € R™ nach dem Vektor
u€R" ist das Produkt der Ableitungsmatriz von F an der Stelle x mit dem Spaltenvektor u,

_ (9F >
0, F(x) = < 0L @) u.
Die Richtungselastizitdt von F an der Stelle x bzgl. eine Vektors v € R™ ist das Produkt
der Elastizitdtsmatriz von F an der Stelle x mit dem Spaltenvektor v,

Epy(x) = <5F,x(x)>v . -

Damit kénnen wir jetzt auch das Problem der Bestimmung der Richtung mit gréfiter
Steigung von f angehen. Dazu setzen wir v := Vf(z) und miissen dann unter allen
Einheitsvektoren v = (uy, ..., u,) einen bestimmen, fiir den das Skalarprodukt uev , also
die Steigung 0, f(x) von f in Richtung u, am gréfiten ist. Dazu nehmen wir zunéchst an,
dass auch v = (vy, ..., v,) ein Einheitsvektor ist, also |[v| = 1. Aus der “binomischen
Ungleichung” ab < 3(a®+b%) (die wegen a?+b?—2ab = (a—b)? > 0 gilt mit Gleichheit nur
fiir a = b) folgt dann:

UV = UV + UV + ... + UpUp
< o)) + S +u) 4+ Suh ) = Gl gl = 1,

Letzteres weil |u|? bzw. |v|? die Summe der Quadrate aller Komponenten von u bzw. v
ist und wir |u| = 1 = |v| angenommen hatten. Diese Ungleichung wev < 1 fiir Ein-
heitsvektoren heifit Cauchy-Schwarz-Ungleichung, und Gleichheit gilt dabei, wie die
Herleitung zeigt, genau wenn v = v ist. Wenn nun V f(z) kein Einheitsvektor ist, aber
auch nicht der Nullvektor (d.h. mindestens eine der partiellen Ableitungen an der Stelle

x ist nicht Null), so setzen wir v := mv f(z) und haben damit den Einheitsvektor,
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der dieselbe Richtung wie der Gradient hat. Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung gibt dann
fiir alle Einheitsvektoren w :
Ouf(z) =ueVf(z) = [Vf(@)|(uev) < |Vf(z)|

mit Gleichheit nur wenn u = v ist, wenn also u die Richtung des Gradienten hat. Damit
ist unser Problem gelost: Die Steigung 0, f(z) ist am grofiten, wenn u der Einheitsvek-
tor in Richtung von Vf(z) ist, in allen anderen Richtungen ist die Steigung kleiner.
Und der Wert der grofiten Steigung ist gerade die Lange |V f(x)| des Gradienten. Wegen
O_uf(x) = —0,f(z) ist dann die Steigung in Richtung von —u negativ und der kleinste
Wert unter allen Steigungen von f an der Stelle x .

In Richtungen w orthogonal zur Richtung « maximaler Steigung (d.h. das Skalarprodukt
weu ist = 0, siehe 3.5) — und nur in diesen Richtungen — ist iibrigens die Steigung Null;
denn w ist dann ja auch orthogonal zu V f(x), also gilt 0, f(z) =weV f(z) =0.

Die Situation kann also an jeder fixierten Stelle x, an der die reelle Funktion f diffe-
renzierbar ist, folgendermafien beschrieben werden: Entweder der Gradient von f an der
Stelle x ist der Nullvektor, dann ist die Steigung von f an der Stelle z in allen Richtungen
Null und die Funktion “in erster Ndherung” konstant; oder der Gradient ist nicht der
Nullvektor, und dann gibt es genau eine Richtung, ndmlich die des Gradienten, in der die
Steigung an der Stelle x positiv und am gréfiten ist, und genau eine, in der die Steigung
an dieser Stelle negativ und am kleinsten ist, ndmlich die Gegenrichtung zum Gradienten,
und genau in den dazu senkrechten Richtungen ist die Steigung der Funktion an dieser
Stelle Null. Wir halten das fest in folgendem Satz, der dem Gradienten erst seine eigent-
liche Bedeutung verleiht:

SATZ (iiber den Gradienten und die maximale Steigung): Die reelle Funktion f
von n Verdnderlichen sei an der Stelle x € R™ differenzierbar. Dann gilt:

(i) Die grifste Steigung von f an der Stelle x ist die Euklidische Norm (Linge) des Gra-
dienten an dieser Stelle, also gleich

V()] = Wg—mfl(x))ﬂ (Z@) +. o+ (ZLw) .

Die kleinste Steigung an der Stelle x ist das Negative —|V f(x)| davon.

(il) Ist Vf(x) nicht der Nullvektor, so gibt es genau eine Richtung, in der f an der
Stelle x die grifte Steigung hat, und zwar ist dies die Richtung des Gradienten, d.h. der

Einheitsvektor 1

NG

die eindeutige Richtung, in der f an der Stelle x die kleinste Steigung hat, ist dann die

Gegenrichtung —Wf—l(x)' V f(z) hierzu.

ist der Richtungsvektor der grofiten
Steigung von f an der Stelle x;

(iii) Genaw in den zum Gradienten V f(z) orthogonalen Richtungen w hat f an der Stelle
x die Steigung Oy f(x) =0. |

Fiir den Elastizitatsgradienten und die Richtungselastizitéten gelten ganz analoge Aussa-
gen. Da man hierbei aber die Richtungselastizitéten e,(z) bzgl. “Prozentsatzvektoren”
v der Euklidischen Lange 1 betrachten muss, was 6konomisch nicht unbedingt sinnvoll
ist, formulieren wir das nicht gesondert. Wir haben ja schon auf die Probleme hingewie-
sen, die es beim Vergleich von Elastizitédten in verschiedenen Richtungen gibt und bei der
Definition, ob eine Funktion in einer bestimmten Richtung elastisch oder unelastisch ist.
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DISKUSSION: 1) Manche Autoren verwenden das Wort “Gradient” auch fiir die
(transponierte) Ableitungsmatrix einer Vektorfunktion. Dem schlieen wir uns nicht an,
weil dadurch die entscheidende Bedeutung des Gradienten als Richtung und Gréfle der
grofiten Steigung vernebelt wird. Bei einer Vektorfunktion F' = (fi,..., f,,) hat jede
Komponentenfunktion f; einen Gradienten V f;. Aber diese Gradienten miissen an einer
Stelle x des Definitionsbereichs keineswegs dieselbe Richtung haben, d.h. die Richtung
des stérksten Anwachsens ist fiir verschiedene Komponentenfunktionen im Allgemeinen
verschieden. Es macht bei einer R™-wertigen Funktion (mit m > 2) tiberhaupt keinen
Sinn, von ihrer “Steigung” an irgendeiner Stelle in irgendeiner Richtung zu sprechen.
Daher halten wir uns an das Prinzip:

e Der Gradient ist nur fir skalare Funktionen erkldrt.

2) Okonomische Interpretation des Gradienten: Der Gradient V f(z) einer skalaren Funk-
tion f, z.B. einer Gewinnfunktion, gibt an, wie man den Satz der unabhéngigen Variablen
xr = (1,...,r,) dndern muss, um den grofiten Zuwachseffekt bei der abhéngigen Variab-
blen f(x) = f(z1,...,x,) zu erzielen. Dabei bewirkt die Abénderung des Vektors x um

einen Vektor hu = Wf—h(x)'V f(z) der Lange h > 0 in Richtung von V f(x) ndherungsweise

einen Funktionszuwachs f(z + hu) — f(z) = h- |V f(z)| = h\/({f—gi(x))2 +... (%(m))Q7
und diese Niherung ist um so besser je kleiner A > 0 ist. In entgegengesetzter Rich-
tung wird der groBite Verkleinerungseffekt fiir den Funktionswert erzielt, f(z—hu)— f(x)
~ —h|Vf(z)]. Ist Vf(z) =0, so ist die Anderung des Funktionswertes bei kleinen Ver-
schiebungen von z in beliebigen Richtungen marginal (“von erster Ordnung Null”).

3) Die Vektoren w € R", die zum Gradienten V f(z) # 0 einer Funktion f:R" D D — R
an einer inneren Stelle x von D orthogonal sind, haben eine geometrische Bedeutung: Es
sind genau die Tangentenvektoren an die Niveau-Menge von f im Punkt z. Unter der
Niveau—Menge einer Funktion f auf D zu einem Wert y versteht man die Menge aller
Punkte aus D, an denen f den Wert y annimmt. Ist y = f(x) der Funktionswert an
einer Stelle x € D, so spricht man auch von der Niveau—Menge durch den Punkt x,
das ist also die Menge {Z € D : f(z) = f(z)} aller Punkte aus D, an denen die Funktion
denselben Wert hat wie an der Stelle x. Die Namensgebung riihrt daher, dass man sich f
als Hohenfunktion eines Gebirges iiber der Basis D vorstellt; die Niveau-Mengen beste-
hen dann aus Punkten der Basis, iiber denen das Gebirge gleiche Hohe (“Niveau”) hat,
sie entsprechen also den Hohenlinien auf einer Landkarte. In der Okonomie nennt man
die Niveau-Mengen die Isoquanten der Funktion f, weil sie aus Stellen mit demselben
Funktionswert bestehen (gleiche ” Quantitét”).

Ist f eine skalare Funktion von n Verdnderlichen, so werden die Isoquanten durch eine
reelle Gleichung f(x) = y beschrieben, es handelt sich also typischerweise um Kurven,
wenn n = 2 ist, um Flédchen im Fall n = 3 und allgemein um sog. Hyperflachen, d.h.
Gebilde der Dimension n—1 im n-dimensionalen Raum. Dementsprechend spricht man
von Nweau—Kurven oder Isofunktionslinien bzw. von Niveau—Flichen oder Isofunktions-
flichen. (“Typischerweise” bedeutet, dass es nicht immer so sein muss wie erwartet. Die
Niveau—Mengen kénnen auch einmal eine “falsche” Dimension haben, z.B. ein Punkt, eine
Kurve oder eine Vollkugel im dreidimensionalen Raum sein statt der erwarteten Fliche.)
Die verschiedenen Niveau—Mengen schneiden sich nicht und und der Definitionsbereich
ist aus ihnen zusammengesetzt wie ein Material aus Fasern niedrigerer Dimension. In der
Mathematik heiflen die Niveau-Mengen daher auch die Fasern einer Abbildung.
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Eine Kurve ¢(t), die ganz in einer Niveau-Menge einer Funktion f verldauft, nennen wir
cine (parametrisiere) Kurve konstanten Niveaus fiir diese Funktion. Aquivalent ist,
dass f(c(t)) konstant ist als Funktion des Kurvenparameters ¢. Die Ableitung 4 f(c(t))
der Funktion lings der Kurve ist also Null. Da diese Ableitung, wie weiter oben bemerkt,
als Richtungsableitung (0w f)(c(t)) in Richtung des Tangentenvektors ¢/(t) der Kurve
berechnet werden kann (wenn f stetige partielle Ableitungen hat) und da diese Richtungs-
ableitung wiederum als Skalarprodukt ¢(t)V f(c(¢)) mit dem Gradienten darstellbar ist
(wenn f eine skalare Funktion ist), gilt

%f(c(t)) =0 firalle t <= ¢(t)«Vf(c(t)) =0 iir alle ¢.

Da das Verschwinden des Skalarprodukts zwischen zwei Vektoren bedeutet, dass sie auf-
einander senkrecht stehen (siehe 3.5), kann man dieses Ergebnis so formulieren:

e Das Gradientenfeld steht senkrecht auf den Niveau—Mengen von f.

Genauer gesagt:

o Fine Kurve c(t) ist genau dann eine Kurve konstanten Niveaus fir die reelle Funk-

tion f, wenn sie orthogonal zum Gradientenfeld von f wverlduft.
)

-

Die Kurven konstanten Niveaus verlau-
fen in den Niveau—Mengen, fallen aber
nur im 2—-dimensionalen Fall n = 2, der
in der Abbildung dargestellt ist, mit den
Niveau-Mengen der Funktion f zusam-
men. Es l4sst sich zeigen (mit dem spéte-
ren Satz {iber implizite Funktionen), dass
jeder zum Gradienten V f(z) an einer
Stelle € D senkrechte Vektor w der
Tangentenvektor w = ¢(ty) einer Kurve
konstanten Niveaus c¢(t) mit c(ty) = = R

ist, vorausgesetzt Vf(x) # 0. In diesem .
Sinne gilt fir f:R*" D> D — R:

e Die zum Gradienten V f(x) # 0 orthogonalen Vektoren w € R™ sind genau die
Tangentenvektoren im Punkte x an die Niveau—Menge von f durch den Punkt x.

Man kann diese Ergebnisse noch weiter veranschaulichen, indem man f als Hohenfunktion
eines Gebirges iiber der Grundfliche D interpretiert. Ein Wanderer auf diesem Gebirge,
der sich senkrecht iiber dem Basispunkt x befindet, also an der Stelle (x, f(x)), und
in alle horizontalen Richtungen blickt, stellt unterschiedlich steile An— und Abstiege in
verschiedenen Richtungen fest. Die Richtung des steilsten Anstiegs ist die des Gradien-
ten Vf(z) und die Steigung in dieser Richtung ist die Lénge des Gradienten |V f(z)].
(Ausnahme: V f(z) = 0; siehe die folgende Bemerkung.) Die Niveau-Mengen der Hohen-
funktion f durch den Punkt z sind hier die Hohenlinien des Gebirges. In Richtung der
Hohenlinien ist die Steigung der Gebirgsoberfliche Null, und wenn die Steigung in einem
Punkt nicht in allen Richtungen Null ist, so verlauft die Hohenlinie durch diesen Punkt
orthogonal zur Richtung des steilsten Anstiegs.
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4) Die Nullstellen des Gradientenfeldes einer differenzierbaren reellen Funktion f:R"™ D
D — R nennt man ihre kritischen Punkte (oder stationdre Stellen). Das sind also die
Stellen z € D in denen die partiellen Ableitungen 687]:_ simultan fir j = 1...n ver-
schwinden. Dann gilt auch 0, f(z) = u+Vf(z) = 0 fiir alle u € R", d.h. die Steigung
an der Stelle z ist in allen Richtungen Null. Bei der obigen Interpretationvon f als
Hohenfunktion eines Gebirges ist das z.B. der Fall im hoéchsten Punkt einer Kuppe, im
tiefsten Punkt einer Senke oder in einem Sattelpunkt des Gebirges. Die kritischen Punk-
te von f sind Kandidaten fiir (lokale) Maximum— oder Minimumstellen der Funktion;
darauf basieren die Methoden der Extremstellenbestimmung bei Funktionen von meh-
reren Verdnderlichen, die wir spater besprechen. Aber nicht jeder kritische Punkt muss
eine (lokale) Extremstelle sein — es gibt schliefllich auch Sattelpunkte. Bei Vektorfunk-
tionen F:R™ D D — R™ definiert man als kritische Punkte die Stellen x € D, in denen
of

Bx;
< min{m,n}. (Nur im skalaren Fall m = 1 oder im Fall einer Kurve n = 1 ist das
dquivalent dazu, dass alle partiellen Ableitungen an der Stelle z simultan verschwinden.)

die Ableitungsmatrix < (a:)) nicht den maximal moglichen Rang hat, also einen Rang

5) Rechenregeln fiir die Gradientenbildung lassen sich aus den Rechenregeln fiir partielle
Differentiation herleiten. Zum Beispiel hat man Linearitit des Gradientenoperators, d.h.

V(rf+sg) = rVf+sVyg
fiir differenzierbare f,¢g:R™ D D — R und r,s € R. Aulerdem gilt eine Produktregel fiir

Gradienten
V(fg) = gVf+[fVy,

die sich aus %( fg) = a‘%g + fé% ergibt. Auch die Bildung der Ableitungsmatrix
von Vektorfunktionen ist linear, d.h. es gilt dafiir eine Summen— und eine Faktorregel,

und bei Bedarf kann man sich auch Produktregeln iiberlegen, die fiir die verschiedenen
Matrix x Vektor— bzw. Matrix x Matrix—Produkte gelten. |

Mit den obigen Sétzen ist Berechnung von Richtungsableitungen und maximaler Steigung
auf die Berechnung des Gradienten zuriickgefiihrt und damit auf die Berechnung der parti-
ellen Ableitungen einer skalaren Funktion (die ja die Komponenten des Gradientenfeldes
sind). Das geht also mit Differentialrechnung fiir Funktionen von einer Verdnderlichen
(bei ¢.p.—Bedingung) und vereinfacht die Berechnungen enorm. Dazu nun einige

BEISPIELE (Berechnung von maximaler Steigung und Richtungsableitungen
bzw. Richtungselastizititen mit dem Gradienten bzw. Elastizitdtsgradienten):

(1) Wir greifen die Funktion f(z,y) = 2?(14y) von zwei Veréinderlichen wieder auf, fiir
die wir frither schon die Richtungsableitungen direkt mit Anwendung der Definition der
Richtungsableitung ausgerechnet haben. Die partiellen Ableitungen sind leicht zu bestim-
men (das wurde auch in 5.1 schon gemacht), und wir erhalten damit das Gradientenfeld

_ (9L of _ 2
Vi) = (G, S = (2140 7).
Fiir die Ableitung in Richtung eines beliebigen Vektors u = (uy,us) ergibt sich damit
Ouf(z,y) = ue Vf(r,y) = ui2z(1+y) + upa?,

ein Ergebnis, das wir frither schon durch Differentiation von f(z+tuy,y+ tus) nach t an
der Stelle ¢t = 0 viel umstéandlicher berechnet haben, wobei die lineare Abhéngigkeit des
Ergebnisses vom Richtungsvektor gar nicht bemerkt oder eher als Zufall eingestuft wurde,
wahrend wir nun wissen, dass es sich um eine allgemeine Gesetzméafligkeit handelt.
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Betrachten wir konkret die Stelle (z,y) = (3,1), so haben wir V f(3,1) = (12,9) = 3(4, 3),
die Richtung grofiter Steigung an dieser Stelle ist also %(4, 3) und die maximale Steigung
ist [Vf(3,1)] = 15. Die Funktionswertdnderung bei Erhchung von z = 3 und y = 1
um dieselbe betragskleine GroBe h ist dann ndherungsweise f(3+h,1+h) — f(3,1) =
hoaa)f(3,1) =h(1,1)¢(12,9) = 21 h. In radialer Richtung \/LTO(S, 1) ist die Steigung an
dieser Stelle 0,,qf(x,y) = \/%(3, 1)«(12,9) = j—% und die Ableitung nach dem Ortsvektor
(Skalenableitung) ist O(s1)f(3,1) = 45. An allgemeinen Stellen (z,y) sind Skalenablei-
tung und radiale Ableitung (wenn (z,y) # (0,0) ) gegeben durch
_ _ 2 _ °(3y+2)
Oy [(2,y) = (,9) s VI (z,y) = 2°By+2),  Oraaf(2,y) = NeEarh

In Richtung des Vektors w = (—3,4) hat die Funktion an der Stelle (3,1) Steigung
Null, weil dieser Vektor orthogonal zum Gradienten ist, (—3,4) e« (12,9) = 0. Fir die
Ableitung der Funktion lings der Kurve ¢(1) = (3/t,2t*~1) (¢ > 0) mit Tangentenvektor
d(t) = (=3/t?,4t) ergibt sich

L p(e(t) = (1) Vf(elt) = (F.41) - (126, 5) =0,

also ist ¢(t) eine Kurve konstanten Niveaus fiir die Funktion. Tatséchlich ist ¢(1) = (3, 1),
die Kurve parametrisiert die Niveaulinie der Funktion durch den Punkt (3,1) und der
Vektor w = (—3,4) = /(1) ist gerade der Tangentenvektor der Kurve in diesem Punkt.

(2) Die Diskussion der Funktion f(x,y) aus 1) lasst sich ganz analog fiir Richtungselasti-
zitéten durchfithren (auf dem Definitionsbereich R.gxR~g). Der Elastizititsgradient ist

9L (x o Z,
gf(x>y) = (5f,x(xay)>€f,y(xay)) = ( ?a(::i,;)/) ) y]afzé;’y:;/)> - (2’ﬁ>’

die Richtungselastizitét bzgl. eines Vektors v = (vq,v2) also

er,v(z,y) =ve&(x,y) =20y +0213_y :
Insbesondere ist die Skalenelastizitdt gegeben durch
— —9o4 Y
Uf(xvy) gfa(Ll)(x’y) + 1+y

und dies ist auch gleich @%’S:J(sx,sy} = f(x;,y)@@y)f(x,y), was ja allgemein gilt

und hier zur Bestétigung mit (1) verifiziert werden kann.

Man sieht, dass der Elastizitdtsgradient im Allgemeinen eine andere Richtung hat als
der Gradient. An der Stelle (z,y) = (3,1) haben wir z.B. &(3,1) = (2,1) mit Rich-
tung —=(4,1), aber Vf(3,1) = (12,9) mit Richtung £(4,3). Erhoht man 2 = 3 um
2% und vermindert y = 1 um 1%, so erhoht sich der Funktionswert f(3,1) = 18 un-
gefdhr um (2,—1) (2,%) = 3.5 Prozent. Bei Verminderung von x = 3 um 1% und
Erhéhung von y=1 um 2% ist die relative Anderung des Funktionswertes dagegen etwa
(—1,2)+(2,3) = —1 Prozent; insbesondere verkleinert sich der Funktionswert. Veréndert
man z = 3 und y = 1 um denselben (kleinen) Prozentsatz p%, so ist die relative Zunah-
me des Funktionswerts naherungsweise gleich p-o4(3,1) % = p-2.5% . Unter allen Einheits-

vektoren v € R? ist der Einheitsvektor in Richtung des Elastizititsgradienten \/%7(4, 1)

derjenige mit der gréften Richtungselastizitét e;,(3,1). Okonomisch sinnvoller ist unter
Umsténden die Frage, fiir welchen Prozentsatzvektor v = (v1,v9) mit max{|vq], |ve|} <1
bzw. mit |vy|+|vs] < 1 die relative Anderung des Funktionswerts an der Stelle (3,1) am
groBten ist: Die Antwort, die man aus ey,(3,1) = 2v1 + sv, abliest, lautet v = (1,1) bei
der ersten Bedingung an v bzw. v = (1,0) bei der zweiten.
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3) Fiir die Funktion f(x,y,2) = 2%eY* haben wir
(3) y

Vi(z,y, z) =2 (3,zz,2y),  &lw,y,2) = (3,y2,y2)

und konnen damit sofort — und einfacher als frither — alle Richtungsableitungen und
Richtungselastizitdten durch Skalarproduktbildung berechnen:

Ouf(z,y,2) = xQeyZ(Sul + xzug + xYus), ero(®,y, 2) = 3v; + yz(vy + v3) .

An der Stelle (z,y,z) = (2,1,In2) mit f(2,1,In2) = 16 ist die Skalenableitung bzw.
Slalenelastizitit z.B.

Doamaf(2,1,In2) =16(3+2m2),  04(2,1,In2) =3+2(In2).
Erhoht man alle drei Komponenten von (2,1,In2) um dieselbe kleine Gréfie h > 0,
so erhoht sich der Funktionswert um ca. h - 0(1,11)(2,1,In2) = 8(5 + 2In2)h; erhoht

man dagegen alle drei Komponenten um denselben Prozentsatz p%, so dndert sich der
Funktionswert um ca. (3 4 21n2)p%.

Fiir die Kurve c(t) = (e7*'/3,¢,¢) ist der Tangentenvektor ¢(t) = (—2te */%,1,1) or-
thogonal zu Vf(c(1)) = e”/3(3,te /3 te™’/3), es handelt sich also um eine Kurve
konstanten Niveaus bzgl. der Funktion f (und zwar ist das Niveau konstant gleich
f(c(0)) = 1). Bei der Kurve b(t) = (3t,e*’/2,¢3*/2) hat dagegen der Tangentenvek-
tor b(t) = (3,3te’’/2 3te®*/?) fiir alle t die Richtung des Gradienten Vf(b(t)) =
(3t)2 exp(e3*)/(t), die Kurve verliuft an jeder Stelle also in Richtung des stirksten An-
stiegs der Funktion, es handelt sich um eine sog. Gradientenlinie.

(4) Fiir eine Cobb—Douglas—Funktion f(x) = cai'ay? -... - xl» gilt fir alle u,v € R™ an
Stellen z € R?, (also z; >0 fir j=1...n):

_ rn ra In
Vi@ = fl) (22 ),
Buf(z) = usVf(z) = (“;—?+“;—;“2+...+“;—?)f(x),
Oef(x) = xoVf(x) = (Mm+re+...+1m)f(x),
1
Oaaf (@) = [raeV(e) = P f(),
() = (r,7r2,...,7,) € R" konstant,
ero(x) = rivg +1rv2+ ...+ 1ryv, konstant,
of(r) = r+re+...+r, konstant.

Fiir die frither betrachtet komkrete Produktionsfunktion z(A,K) = 2.5 A% . K% in
Abhéngigkeit von den Produktionsfaktoren Arbeit und Kapital haben wir z.B. &,(A, K)
= (0.6,0.4) . In 5.1 konnte wir mit Berechnung der partiellen Elastizitdten nur sagen, wie
sich z(A, K) prozentual dndert, wenn wir nur einen der Produktionsfaktoren verdndern
und den anderen Wert beibehalten. Nun aber sehen wir aus der linearen Abhéngigkeit
der Richtungselastizititen vom Prozentsatzvektor, dass diese Anderung (0.6p + 0.4¢)%
betrigt, wenn man A um p% und simultan K um ¢% é&ndert (kleine Prozentsitze
unterstellt; diese diirfen auch negativ sein, d.h. der Faktoreinsatz wird reduziert).

Die Konstanz des Elastizitatsgradienten, also aller partiellen Elastizitéiten (und Richtungs-
elastizitéiten), charakterisiert iibrigens die Funktionen vom Cobb-Douglas-Typ, wie wir in
5.1 gezeigt haben. Es gibt aber viele weitere Funktionen mit konstanter Skalen—Elastizitét
(die sog. homogenen Funktionen, s.u.).
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(5) Fiir skalare affin lineare Funktionen ((z) = aex +b auf R" ist der Gradient
Vi(x) =a € R" konstant gleich dem Koeffizientenvektor.

Dies ergibt sich aus der Berechnung der partiellen Ableitungen in 5.1. Fiir vektorielle

lineare Funktionen L(x) = Ax + b ist entsprechend die Ableitungsmatrix (%(m))

an allen Stellen x € R™ gleich der Koeffizientenmatrix A € R™*". Die Konstanz des
Gradienten bzw. der Ableitungsmatrix charakterisiert iibrigens die linearen Funktionen.
Ist némlich z.B. Vf = a € R" konstant, so folgt %£[f(tz) —taez] = z«V f(tz) —aez =0,
also ist R 3¢ — f(tx) —taex konstant gleich f(0) und damit f(z) =asxz+ f(0).

(6) Fiir homogene quadratische Funktionen
q(r) =xeAx = % Z ;T
ij=1

auf R" mit symmetrischer Koeflizientenmatrix A = (a;;) € R™ " sind die partiellen
Ableitungen

_q 1 Z (axzxj fﬂ;) :%iakjl’j—f‘%iaikxi:iaijj’
j=1 i=1

zgl

wobel 37“; =0 fir ¢ # k (und =1 fiir ¢ = k) und die Symmetrie a;; = ax; benutzt

wurde. Somit ist der Gradient an der Stelle x
Vq(x) = Az Produkt der Koeffizientenmatrix mit z,

und das Gradientenfeld V¢ ist die homogene lineare Vektorfunktion auf R™ mit Koeffi-
zientenmatrix A. Fiir allgemeine quadratische Polynomfunktionen

126%339(;]—1—21)%—1-0
4,7=1

gilt dann, wenn b = (by,...,b,) € R" und c € R:

Vp(x) = Az +b.

(7) Wir greifen das frithere Beispiel der Nachfrage-Funktionen

w1 (prpa) = 05 B2 a(pypa) = plf® — 15py + 165,

auf, die wir zu einer Vektorfunktion x(p) = (x1(p1,p2), z2(p1,p2)) zusammenfassen. Die
Ableitungsmatrix und Elastizitdts—Matrix haben wir in 5.1 schon angegeben:

—1 0.7
(ax.) 05p12 07 0.35p; 'py” ( ) o

: = 5 €x;, i ] = _
Ip; 0.5p, /2 15 ’ Py 1.5 ps

215(p1,p2)  w2(p1, p2)
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Fiir die zugehorige Erlosfunktion E(py,ps) = 0.5p57 + po (pi/2 — 1.5py + 1.65) ist

VE(p) = ( %pf1/2p2 : p}/2+0.35p2_0‘3—3p2+1.65> ,

1/2 ~0.3 1/2_
£(p) = ( py"p2 p2(0.35p;"% + py 3p2+1.65))'

2E(p17p2) ’ E(p17p2)

Betrachten wir wie frither konkret die Preise p; =4 und py = 1, so haben wir:

oz, 0.03125 0.0875 ~1 07
t(4,1 = , z (4,1)) = ,
((%( )> ( 025  —15 (fnn) = 1 6

2.15 2.15

VE(4,1) = (‘11) 5,;(4,1):%(1).

Mit diesen Informationen konnen wir nun sofort durch einfache Matrix x Vektor—Multi-
plikation bzw. Skalarproduktbildung berechnen, wie sich der Nachfragevektor und der
Erlos dndern, wenn die Preise py, po simultan (wenig) gedndert werden bzw. wie sich die
Nachfragen x1, ro und der Erlos dabei prozentual &ndern. Bei einer Preiséinderung von
p1 = 4 um h Geldeinheiten und von p, = 1 um k Geldeinheiten ergibt sich die ungeféhre
Anderung des Nachfragevektors = = (2) durch Multiplikation der Ableitungsmatrix

von links an (Z) und die Erloséinderung ist ca. 4h + k (wenn |h| und |k| klein sind).
Bei einer And_erung von p; = 4 um p% und von py, = 1 um ¢% ergeben sich die
prozentualen Anderungen der Komponenten des Nachfragevektors durch Multiplikation

der Elastizitdts—Matrix von links an (’; ) und die relative Erlosénderung ist ﬁ(p +q)%.

Entsprechend kann man bei dem friitheren Beispiel von drei Nachfragefunktionen in Ab-
héngigkeit von drei Preisen vorgehen, das am Ende von 5.1 vorgestellt wurde, und allge-
mein auch bei n Nachfragefunktionen in Abhéngigkeit von den Preisen fiir n betrachtete
Giiter. Wir fithren das nicht weiter aus; die 6konomische Bedeutung von Gradient und
Ableitungsmatrix bzw. Elastizitdts—Gradient und Elastizitdts—Matrix sollte an diesem
Beispiel hinreichen klar geworden sein.

8) Da die Skalenelastizitit or(x) die Richtungselastizitéit bzgl. des Vektors v mit lauter
!
Eintrdagen 1 ist, v = (1,1,...,1), gilt:

0p(x) = €1, () + €1y () + -+ €1, (2) -
e Die Skalen—FElastizitdt ist die Summe der partiellen Elastizitdten.

Dieser einfache Sachverhalt, der sich aus der Darstellung v = 2?21 e; von v als Sum-
me der kanonischen Basisvektoren und der linearen Abhéngigkeit der Elastizitdten vom
Richtungsvektor ergibt, heifit in der Wirtschaftswissenschaft Wicksell-Johnson—Theorem

(s. Tietze, S.321). |

Funktionen, deren Skalen—Elastizitét konstant ist, wie bei den Cobb-Douglas—Funktionen
im vorangehenden Beispiel (4), treten bei der mathematischen Modellierung 6konomischer
Situationen héufig auf. Der mathematische Fachbegriff fiir diese Eigenschaft ist “Homo-
genitét”, die wir nun am Ende dieses Abschnitts noch einfithren und erlautern:
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DEFINTION: Eine Funktion f:R®™ D D — R (oder auch — R™) heifit positiv
homogene Funktion , wenn es einen Exponenten r € R gibt mit

st € D und f(szx)=s"f(x) fiiralle x €D und s € Ry,

d.h. man kann positive Skalare s > 0 aus der Funktion mit der r—ten Potenz “her-
ausziehen”. Der Exponent r heifit dann der Homogenititsgrad. Die Funktion heift
homogene Funktion vom Homogenitdtsgrad & € Z, wenn sogar fiir alle ¢ € R,y und
€D gilt tr € D und f(tz) = t* f(z). (Da hierbei auch Potenzen von negativen Zahlen
t zu bilden sind, muss man sich auf ganze Exponenten beschridnken.) [ |

DISKUSSION 1) Die Bedingung, dass mit x auch alle Vielfachen sx mit positivem
Faktor s in D liegen, bedeutet geometrisch, dass der Definitionsbereich ein Kegel in
R™ ist, d.h. eine Vereinigung von Ursprungsstrahlen. (Falls sogar tz € D ist fiir alle
t #0 und = € D, so nennt man D einen Doppelkegel; das ist ein Kegel, der mit je-
dem Ursprungsstrahl auch den Strahl in Gegenrichtung enthélt.) Typische Kegel sind R
selbst, R™\ {0}, eine Halbraum R.o x R""! oder der Raum R”; der Vektoren mit lauter

positiven Komponenten (der positive Quadrant in R?, der positive Oktant in R3,...).
2) Da fiir eine vom Grad r positiv homogene Funktion f(x) = |:v|’"f(ﬁx) ist, wenn
x # 0, gilt:

e Fine positiv homogene Funktion ist an allen Stellen # 0 schon bestimmt durch ihre
Werte in den Finheitsvektoren ihres Definitionsbereichs.

Umgekehrt gibt es zu jeder gegebenen Funktion ¢ auf einer Teilmenge A C S"! der
Menge aller Einheitsvektoren im R™ (das ist die sog. Finheitssphire S™™! in R™) und zu
jedem gegebenen Exponenten r € R genau eine vom Grad r positiv homogene Funktion
f auf der Vereinigung D aller Ursprungsstrahlen R.ou durch Einheitsvektoren u € A,
derart dass f auf A mit ¢ iibereinstimmt, namlich f(z) = |x|g0(ﬁx) Man kann also
die Werte einer positiv homogenen Funktion auf den Einheitsvektoren und ihren Homo-
genitétsgrad beliebig vorgeben.

(3) Positive Homogenitéit vom Homogenititsgrad Null bedeutet natiirlich einfach, dass
die Funktion auf jedem Strahl Rogu = {su : s > 0} im Definitionsbereich konstant ist.
Solche Funktionen nennt man auch radial konstant.

4) Homogenitit in der Okonomie tritt oft aufgrund des Skalierungsverhaltens ékono-
mischer Funktionen auf. Das Skalierungsverhalten bezieht sich auf die Anderung des
Funktionswertes, wenn man alle unabhéngigen Variablen um denselben Faktor s > 0
verandert (z.B. durch Ubergang zu einer anderen Mafeinheit “reskaliert”). Oft ist einfach
f(sxy,...,s2,) = s f(x1,...,x,), also f positiv homogen vom Homogenitétsgrad 1. Die
simultane und gleiche Vervielfachung des Einsatzes aller “Faktoren” x; fithrt dann zu der-
selben Vervielfachung des “Outputs” f(z). Funktionen vom Homogenitétsgrad 1 nennt
man auch linear homogen. (Das miissen aber keine linearen Funktionen sein; das Wort
“linear” bedeutet hier nur, dass f(sz) eine lineare Funktion des Parameters s € R,
ist.) In komplizierteren Féllen reagiert die abhéingige Grofie f(xq,...,x,) auf eine Ver-
vielfachung aller Argumente z; mit demselben beliebigen Faktor s, indem sie sich nicht
mit diesem Faktor vervielfacht, sondern eben mit einer Potenz s"; dann liegt positive
Homogenitiat vom Grad r vor. [ |
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BEISPIELE: (1) Homogen lineare Funktionen ((z) = aez bzw. L(z) = Az mit
acR" bzw. A € R™" sind homogen auf R" vom Homogenitétsgrad 1.

(2) Ein Monom z¥a%> ... .2k (k; € Ny) ist homogen auf R® vom Homogenitits-
grad k = ki + ko + ... + k,. Dasselbe gilt fiir jede Linearkombination solcher Monome
mit derselben Exponentensumme, und solche Linearkombinationen heiffen vom Grad k
homogene Polynomfunktionen. Zum Beispiel ist z?y + 2y — 3zy? eine vom Grad 3
homogene Polynomfunktion von zwei Verinderlichen und x* + 22%y? — 3zy?z + y23 eine
vom Grad 4 homogene Polynomfunktion von drei Variablen.

(4) Der Quotient fz% zweier homogenen Polynomfunktionen p, ¢ der Grade k, [ ist eine

vom Grad k—1 homogene rationale Funktion auf dem Kegel {z € R": ¢(x) # 0}. Zum

Beispiel ist % vom Grad 0 homogen auf Ri(o,o) und “2ryz

—2+,» vom Grad 1 homogen
auf {(z,y,2) € R?: x # 0 oder z # 0}. Allgemeiner sind natiirlich auch Produkte bzw.
Quotienten von (positiv) homogenen Funktionen beliebiger Homogenitétsgrade wieder
homogen, wobei die Summe bzw. Differenz der Homogenitéatsgrade gleich dem Homoge-
nitdtsgrad des Produkts bzw. Quotienten ist. Die Summe von zwei homogenen Funktionen
ist aber im Allgemeinen nur dann wieder homogen, wenn beide denselben Homogenitéts-
grad haben.

4) Eine Cobb-Douglas—Funktion f(xr) = cx'x?-... -z’ mit Exponenten r; € R ist
1 2 n J
auf RZ, positiv homogen vom Homogenitéatsgrad r = ry +ry+4...4r,. Funktionen dieses

Typs sind sogar partiell (positiv) homogen in jeder einzeln Variablen z; vom Grad 7,
d.h.

f(ﬁl, ey Lj—1,8T5, Ljq1y - - ,ZL’n) = Srjf(I‘l, ce ,ZL’n)
gilt fiir alle (xy,...,2,) im Definitionsbereich und fir alle s > 0. Umgekehrt ist je-
de partiell homogene Funktion f auf RZ, eine Cobb- DouglasfFunktlon weil dann
flzr, 2o, .. ) = 27 f(Lxg, . o xy) = 222 f(1L, 1,23 x,) = ... = a'an? - ... xlre
gilt mit ¢ = f(1,1,...,1). [ |

SATZ (Charakterisierung homogener Funktionen): Sei D C R, ein offener Ke-
gel, und f:D — R (oder — R™ ) habe stetige partielle Ableitungen auf D. Dann sind
fiir jeden Fxponenten r € R folgende Aussagen dquivalent:

(i) f ist positiv homogen vom Grad r, also f(sx)=r°f(x) fir s> 0;
(ii) Die Skalen—Ableitung O, f(z) = ‘S f(sx) reproduziert f bis auf den Faktor r:

Ouf(z) = xl%(x) o b 8f ( )=rf(z) (Eulersche Homogenitdtsrelation);

(iii) fir die radiale Ableitung gilt auf D: |2|Opaa f(z) =7 f(x);

(iv) die Skalen—Elastizitit og(x) = ﬁ%“:lf(sx) ist konstant v auf D.

Bei der letzten Aussage haben wir implizit — wie immer bei Elastizitdten — vorausge-
setzt, dass f eine positive Funktion ist. Die Aquivalenz der Aussagen (ii) — (iv) wissen
wir bereits, da oy(x) = ﬁ@xf(x) = %Qnadf(x) ist. Aus (i) folgt (iii) mit 0,f(z) =
%yszlf(sx) = %|5:13Tf(x) = r f(x). Gilt (iii), so folgt mit der Produktregel (s f(sx)
= —rs " f(sz) + sTLf(sz) = 0, weil Lf(sz) = %‘tzof(sa: +tx) = 0. f(sx) =
105 f(sz) = Irf(sz) ist. Daher ist dann 0 < s +— s "f(sz) konstant gleich f(z),
und das ist (i).

~—
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BEMERKUNGEN: 1) Ist f (positiv) homogen vom Grad r, so sind die Ableitungen
von [ homogen von um 1 vermindertem Grad r—1. Das gilt fiir alle Arten von Ab-
leitungen und folgt fiir Richtungsableitungen z.B. aus (0,f)(sx) = %| o (sT +tu) =

%|t:08rf(x + éu) - Sra(l/s)uf(x> = Srilauf(’r)‘

2) Ist f positiv homogen auf R” vom Grad r > 1 mit f(0) = 0, so verschwinden alle
Ableitungen von f in 0 wegen L[f(su)— f(0)] = Eﬂ]sﬁf(:l:u) =|s|""' f(£u) — 0 bei s—0.

3) Die auf ganz R" vom Grad k € Ny (positiv) homogenen Funktionen f, die im Null-
punkt stetige partielle Ableitungen bis zur Ordnung &k haben, sind genau die vom Grad
k homogenen Polynomfunktionen. Fiir solche f gilt ndmlich %| of (su) = (Du)* f(0) (k-

fache Richtungsableitung in Richtung des Vektors u € R™), wobei links d‘i—k,c’ Osk flu) =
k!f(u) herauskommt und rechts wegen der linearen Abhéngigkeit der Richtungsablei-
tung vom Richtungsvektor eine vom Grad k homogene Polynomfunktion p(u) in der
Variablen u € R™. Mit = = u folgt f(z) = 4p(z). Es gibt aber viele nichtpoly-
nomiale mit einem Grad k£ € N positiv homogene Funktionen auf R”, die im Null-
punkt gar nicht oder nicht beliebig oft partiell differenzierbar sind, z.B. f(z) = |z;| oder

flz)=lz| = \/(1:1)2 + .o+ ()2

4) Das Wachstum positiv homogener Funktionen f(z) bei |x|— oo ist hochstens wie |z|",
wenn 7 der Homogenitétsgrad ist. Genauer gilt, wenn ¢ < f(u) < C fiir alle Einheits-
vektoren ist: c|z|” < |x|rf(%x) = f(z) < Clz|" fir alle z # 0. Ist die untere Schranke
¢ >0 und r > 0, so wichst daher f(z) bei |z| — oo mindestens wie die r—te Potenz |z|”
des Abstands zum Ursprung. Ist dagegen ¢ > 0 und r < 0, so strebt f(z) bei |z|— o0

mindestens so schnell gegen Null wie die reziproke Potenz 1/|z|I".

Auf einfachen Wachstumseigenschaften homogener Funktionen basieren auch “ckonomi-
sche Gesetze” wie z.B. das Gesetz vom schliefllich abnehmenden Durchschnittsertrag:
Ist f:RY; — Ryo eine vom Grad 0 < r < 1 positiv homogene “Ertragsfunktion”,
die auf Einheitsvektoren beschrankt ist, so strebt fiir jedes j = 1...n der j—te partielle
Durchschnittsertrag gegen Null d.h.

x%f(x) — 0 bel z;-00,

sofern die Variablen z; mit 7 # j beim Grenziibergang festgehalten werden oder jedenfalls
nicht schneller als z; gegen oo streben. Ist ndmlich f(z) < C' < oo eine obere Schranke
fir |x| = 1, so folgt 0 < %f(:c) = %\xrf(ﬁx) < :cij|;1:]7"C < Iij(\/ﬁij)rC — 0 bei
xj— oo (beachte r<1), wenn beim Grenziibergang 0 < x; < Bx; bleibt fiir i j mit einer
Konstanten 1 < B < oo, also |z|? = (z1)? 4+ ... + (,)? < nB*(x;)? und |z| < \/nBux;.
Die 6konomische Bedeutung des Gesetzes ist, dass unter den gemachten Annahmen der
Durchschnittsertrag bei iibertriebenem Faktoreinsatz Null wird.

Beispiele homogener Funktionen, welche das Gesetz des schliefflich abnehmenden Durch-
schnittsertrags erfiillen, sind homogene neoklassische Funktionen, d.h. f(xq,...,z,)
ist positiv und bzgl. jeder einzelnen Variablen x; > 0 wachsend und konkav (bei c.p.—
Bedingung) und f ist homogen auf RZ, mit einem Homogenitétsgrad 0 < r < 1. Dazu
gehoren z.B. Cobb-Douglas-Funktionen

cxitry? ..o mit allen 7, >0, 1y +ro+...+r, <1, ¢>0,

und auch Funktionen der Form

[01(x1)l’+02(x2)p+“_+Cn(xn)p]r/p

mit allen ¢; >0, p>0, 0 <r <1. -



