Algebra — Kurzskript
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1 Gruppen

1.1 Gruppen und Untergruppen

Definition 1.1.1 FEine Gruppe ist eine Paar (G, o) bestehend aus einer Menge
G und einer Verkniipfung o: G x G — G, die assoziativ ist (d.h. fir alle
a,b,ce G giltao (boc) = (aob)oc, so dass es ein neutrales Element ¢ € G
gibt (d. h. fiir allea € G gilt ace =eoa = a) und so dass jedes Element a € G
ein Inverses a=! € G besitzt (d.h. aca ! =a"loa=c¢).

Eine Gruppe heifit abelsch oder kommutativ, wenn aufSerdem fiir alle a,b €
G gilt: aob="boa.

Bemerkung 1.1.2 Das neutrale Element einer Gruppe G und Inverse a~! von

Elementen a € G sind eindeutig.

Notation 1.1.3 o Wenn klar ist, welche Verkniipfung gemeint ist, sagen
wir oft ,G ist eine Gruppe® (statt (G, o) ist eine Gruppe®). Insbesondere
schreiben wir Z statt (Z,+), und wenn K ein Kérper ist schreiben wir K
statt (K, +) und K* statt (K*,-).

o Wenn wir nicht sagen, was die Verkniifung einer Gruppe ist, verwenden
wir die multiplikative Notation: Die Verkniipfung schreiben wir als a-b
(oder ab), das neutrale Element ist 1, und das Inverse von a ist a=*.

e Bei abelschen Gruppen werden wir auch oft die additive Notation ver-
wenden: Die Verkniipfung ist a + b, das neutrale Element ist 0, und das
inoverse von a ist —a.

Beispiel 1.1.4 Sei K ein Kérper. Dann bildet die Menge GL,,(K) der inver-
tierbaren n x n-Matrizen eine Gruppe mit dem Matrizprodukt als Verknipfung.
(GL = general linear group = allgemeine lineare Gruppe.)

Beispiel 1.1.5 Ist M eine Menge, so definiert man die symmetrische Grup-
pe als Sym(M) = {f: M — M | f ist bijektiv}, mit der Hintereinander-
ausfihrung von Abbildungen als Verknipfung. Elemente von Sym(M) nennt
man auch Permutationen von M.

Wir setzen auch: Sy, := Sym({1,...,n}).

Lemma 1.1.6 Sei G eine Gruppe, und seien a,b € G.
o Wenn es ein c€ G gibt mit ac = be (oder ca = ¢b), so gilt a = b.
o FEs gibt ein d e G mit a = db.
o Es gilt (ab)™' = b~ la™!

Notation 1.1.7 Sei G eine Gruppe und a € G. Wir setzen a® := 1 und, fiir
n e N positiv, a” := a---a und a~" := (a")"t = (a7 )"
——

n
Wenn wir G mit additiver Notation schreiben, setzen wir entsprechend 0-a :=

O,n-a:=a+---+aund (—n)-a:=—(n-a).
—_—

n

Bemerkung 1.1.8 Fiir beliebige m,n € Z gilt: a™ - a™ = ™",

Definition 1.1.9 Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine Teil-
menge H < G, so dass H eine Gruppe ist (mit der auf H eingeschrinkten
Verkniipfung von G).



Ein Normalteiler von G ist eine Untergruppe N < G, so dass auflerdem
gilt: Fiir alle a € N und alle b € G gilt bab™' € N. Die Notation ,N < G*
bedeutet: N ist ein Normalteiler von G.

Bemerkung 1.1.10 Eine nichi-leere Teilmenge H < G ist eine Untergruppe
genau dann, wenn fir alle a,b e H gilt: a-be H und a~* € H. Das neutrale
Element von H ist dann das selbe wie das neutrale Element von G.

Beispiel 1.1.11 SL,(K) := {A € GL,(K) | det A = 1} ist eine Untergruppe
von GL,, (K) und sogar ein Normalteiler. (SL = special linear group = spezielle
lineare Gruppe.)

Bemerkung 1.1.12 Ist G eine abelsche Gruppe, so ist jede Untergruppe von
G bereits ein Normalteiler.

Beispiel 1.1.13 Jede Untergruppe von Z hat die Form nZ = {nk | k € Z}, fiir
e n e N.

Lemma 1.1.14 Ist G eine Gruppe und sind H; < G Untergruppen fir i €
I, wobei I eine beliebige, nicht-leere Indexmenge ist, so ist (\,.; H; auch eine
Untergruppe von G.

iel

Definition 1.1.15 Sei G eine Gruppe und A < G eine beliebige Teilmenge von
G. Die von A erzeugte Untergruppe von G ist

(A) = N H.
HcG Untergrp.
mit AcH

Man sagt auch, die Elemente von A sind Erzeuger von H.
Beispiel 1.1.16 Ist G eine Gruppe und a € G, so ist {ay = {a" | n € Z}.

Definition 1.1.17 Seien G und H Gruppen. Das (direkte) Produkt von G
und H ist die Gruppe G x H mit der komponentenweiser Verkniipfung:

(a,b) - (a’,V) := (ad, bb)
fiir a,a’ € G, b,/ € H.

Bemerkung 1.1.18 G kann als Untergruppe von G x H aufgefasst werden,
indem man a € G mit (a,1) € G x H identifiziert. Analog kann man H als
Untergruppe von G x H auffassen.

1.2 Gruppenhomomorphismen

Definition 1.2.1 Seien G und H Gruppen. Fin Gruppenhomomorphismus
ist eine Abbildung f: G — H, fir die gilt:

Va,be G: f(ab) = f(a)f(b).

Hom(G, H) bezeichnet die Menge aller Gruppenhomomorphimen von G nach
H.



Das Bild von f istim f := {f(a) | a € G}; der Kern von f istker f := {a €
G| f(a) =1}.

Ein Isomorphismus von Gruppen ist ein bijektiver Gruppenhomomor-
phismus.

Zwei Gruppen G und H heiflen isomorph (Notation: G =~ H ), wenn es
einen Isomorphismus G — H gibt.

Ein Endomorphismus einer Gruppe G ist ein Homomorphismus von G
nach G. Die Menge der Endomorphismen von G wird mit End(G) bezeichnet.

FEin Automorphismus einer Gruppe G ist ein Isomorphismus von G nach
G. Die Menge der Automorphismen von G wird mit Aut(G) bezeichnet.

Bemerkung 1.2.2 Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt f(1) =
1 und, firae G, f(a™') = f(a)~ .

Bemerkung 1.2.3 Die Verkniipfung von zwei Gruppenhomomorphismen ist
wieder ein Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung 1.2.4 Aut(G) ist eine Untergruppe von Sym(G).

Beispiel 1.2.5 Die Abbildung S,, — R*, 0 > sgn(o) ist ein Gruppenhomomor-
phismus. Den Kern A,, := {o € S,, | sgn(o) = 1} nennt man die alternierende
Gruppe.

Lemma 1.2.6 Sind G und H Gruppen und ist f: G — H ein Gruppenhomo-
morphismus, so ist im f eine Untergruppe von H und ker f ein Normalteiler
von G.

1.3 Nebenklassen, Quotienten und der Isomorphiesatz

Definition 1.3.1 Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.

e Fine Linksnebenklasse von H ist eine Menge der Form aH := {ah | h €
H} fir a € G. Die Menge aller Linksnebenklassen von H wird mit G/H
bezeichnet.

e Fine Rechtsnebenklasse von H ist eine Menge der Form Ha := {ha |
h € H} fiir a € G. Die Menge aller Rechtsnebenklassen von H wird mit
H\G bezeichnet.

Lemma 1.3.2 Ist G eine Gruppe und N < G ein Normalteiler und a € G, so
gilt aN = Na. Insbesondere sind Linksnebenklassen das gleiche wie Rechtsne-
benklassen, und man spricht einfach von Nebenklassen.

Bemerkung: Wenn wir additive Notation verwenden, schreiben wir Neben-
klassen als a + H = {a +h | he H}.

Lemma 1.3.3 Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe.

(a) Die Menge der Linksnebenklassen von H bildet eine Partition von G, d. h.
jedes Element a € G liegt in genau einer Linksnebenklasse, nimlich a €
aH.

(b) Zwei Elemente a,b € G liegen in der gleichen Linksnebenklasse von H
genau dann, wenn a~'be H gilt.

(c¢) Jede Linksnebenklasse von H hat die gleiche Kardinalitit wie H (d. h. fir
beliebige a € G gilt: #(aH) = #H ).



Analoge Aussagen gelten fiir Rechtsnebenklassen.

Bemerkung 1.3.4 Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, und sind
a,b € G, so gilt f(a) = f(b) genau dann wenn a - (ker f) = b - (ker f). Ins-
besondere ist f injektiv genau dann, wenn ker f = {1}.

Satz 1.3.5 Ist G eine Gruppe und N<G ein Normalteiler, so wird durch (aN)-
(bN) := (ab)N (fiir a,b € G) eine Verkniipfgung auf G/N definiert; G/N ist
mit dieser Verkniipfung eine Gruppe, und die Abbildung G — G/N,a — aN ist
ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 1.3.6 Die Gruppe G/N (,G modulo N “) aus dem vorigen Satz
wird Quotientengruppe (oder manchmal auch Faktorgruppe) genannt.

Notation 1.3.7 Ist G eine Gruppe, N <G und a € G, so schreiben wir fiir die
Nebenklasse aN € G/N manchmal auch a.

Satz 1.3.8 (Isomorphiesatz) Seien G und H Gruppen und f: G — H ein
Homomorphismus. Dann erhalten wir einen Isomorphismus f: G/ker f — im f,

so dass fiir alle a € G gilt: f(a) = f(a).

Definition 1.3.9 Sei G eine Gruppe.

o Statt ,Kardinalitit von G “ sagt man auch Ordnung von G. (Als Notation
verwendet man trotzdem #G.)

e Die Ordnung eines Elements a von G ist die kleinste positive natirliche
Zahln, so dass a™ = 1 gilt. Die Ordnung von a wird mit ord(a) bezeichnet.
Gibt es kein m =1 mit a™ = 1, so setzt man ord(a) := o0.

e Der Index einer Untergruppe H < G ist definiert durch [G : H] :=
#(G/H). (Er kann auch unendlich sein.)

Satz 1.3.10 Sei G eine Gruppe, H ¢ G eine Untergruppe, a € G und r € Z.
Dann gilt:
(a) #G = #H - [G : H].
(b) Falls ord(a) = oo: {ay = Z, und a" =1 < r=0.
Falls ord(a) = m < o0: {ay 2 Z/mZ, und a" =1 < m]r.
Insbesondere ist ord a = #{a).
(c) Ist G endlich, so ist a#% = 1.

Definition 1.3.11 Fine Gruppe G heifit zyklisch, wenn sie von einer ein-
elementigen Menge erzeugt wird, d.h. wenn es ein a € G gibt mit {a) = G.
Solch ein a heiffit Erzeuger von G.

Bemerkung 1.3.12 Satz 1.5.10 besagt insbesondere: Ist G zyklisch, so ist G =
Z oder G =~ Z/mZ fiir ein m € N, m > 1. Zyklische Gruppen sind also insbe-
sondere abelsch.

Satz 1.3.13 Untergruppen zyklischer Gruppen sind zyklisch.

Satz 1.3.14 (Chinesischer Restsatz, Gruppenversion) Sind ai,...,a; €
N.1 paarweise teilerfremd und m = a1 - as - - - ak, so ist

Z/mZ — L/ 7 % -+ x LjapZyn — (n+ a1Z,...,n+ arZ)

ein Isomorphismus von Gruppen.



Notation 1.3.15 Ist ¢ > 1 eine natiirliche Zahl und sind a,b € Z beliebig, so
sagt man, a ist kongruent zu b modulo ¢ (oder: ,a und b sind kongruent
modulo ¢“), wenn a — b durch q teilbar ist. Notation dafiir: a =b mod q.

Korollar 1.3.16 (Chinesischer Restsatz mit Kongruenzen) Seienay,...,a; €
N-1 paarweise teilerfremd und by, ..., by € Z beliebig. Dann gibt es genau ein
ceNmitc<ay-as---a, das die Kongruenzgleichungen

c=b; mod a;

c=b; mod ay

erfillt.

1.4 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Definition 1.4.1 FEine Gruppe G heifit endlich erzeugt, wenn sie von einer
endlichen Menge A < G erzeugt wird (d.h. (A) = G).

Ab jetzt sind in diesem Abschnitt sind alle Gruppen abelsch, und wir ver-
wenden die additive Notation.

Satz 1.4.2 Sei G eine abelsche Gruppe und sei m € N.
(a) Sinday,...,am € G, soist f: Z™ — G,(r1,...,7m) — 1101 + -+ + rmapy,
ein Gruppenhomomorphismus mit Bild im f = {ay,...,am).
(b) Jeder Gruppenhomomorphismus f: Z™ — G hat die Form wie in (a), fir
gewisse a; € G, d. h. (a) definiert eine Bijektion G™ — Hom(Z™, G).

Bemerkung 1.4.3 Wenn G = Z" ist und wir Elemente von Z™ und Z" als
Spaltenvektoren auffassen, dann ist f(v) = Av, wobei A := (a1 |---|am) €
Zm*™ die Matriz mit Spalten a; ist.

Satz 1.4.4 Ist G eine abelsche Gruppe, die von einer n-elementigen Menge er-
zeugt wird, und ist H < G eine Untergruppe, so wird H von einer m-elementigen
Menge erzeugt fiir ein m < n

Satz 1.4.5 (Elementarteilersatz) Zu jeder Matriz A € Z™*™ gibt es inver-
tierbare Matritzen S € Z™*™ und T € Z™*™ so dass S~! und T~ auch ganz-
zahlige Eintrige haben und so dass SAT die Form

dp 0+~ 00

0 .7 :
saT=1 ) 0 o |
0000
hat fiir gewisse dy,...,dy € Z mitdy | da | -+ | di (d. h. d; teilt d;yq).

Die dy,...,d; durch A eindeutig bestimmd.

Satz 1.4.6 (Beschreibung der Untergruppen von Z™) Ist H ¢ Z™ eine
Untergruppe, so gibt es einen Automorphismus f: Z™ — Z™ so dass f(H) =
d1Z X -+ X dyp, 7 ist.



Lemma 1.4.7 Sei G eine abelsche Gruppe und n € N.
(a) nG :={na | a € G} ist eine Untergruppe von G.
(b) Ist G ~ Hy x -+ x Hy, so ist nG =~ nHy x -+ x nHy.
(c) Ist G = Z/mZ und m ist ein Vielfaches von n, so ist nG = 7/ 7.
(d) Ist G = Z/mZ und m ist teilerfremd zu n, so ist nG = Z/mZ.
(e) Ist G = Z/mZ und n ist ein Vielfaches von m, so ist nG = {0}.

Satz 1.4.8 (Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen)
Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu einer Gruppe der Form
Z2° X L/maZ % - - x L/myZ, wobei jedes m; eine Primpotenz ist, d. h. m; = p;’
fiir Primzahlen p; und natirliche Zahlen r; = 1. Auferdem sind s und die m;
eindeutig durch G bestimmt, bis auf Reihenfolge der m;.

1.5 Operationen von Gruppen auf Mengen

Definition 1.5.1 Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Fine Operation A
von G auf X ist eine Abbildung G x X — X, (a,x) — A(x), so dass fiir alle
a,be G und alle x € X gilt:

(a) Ai(z) = =.

(b) Aa(Ap(x)) = Aap(2).
Hat man eine solche Operation gewdhlt, sagt man auch ,G operiert auf X “.
Operationen schreibt man manchmal auch als Verkipfung: Statt A, (x)“ schreibt
man ,a-x“ oder ,ax“.

Bemerkung 1.5.2 Sei A eine Operation von G auf X. Fir a € G ist dann
Ao € Sym(X); auf diese Weise ist eine Operation von G auf X das selbe wie
ein Gruppenhomomorphismus G — Sym(X),a — A\,. (Formaler ausgedriickt
hat man eine Bijektion zwischen Operationen und solchen Gruppenhomomor-
phismen.)

Bemerkung 1.5.3 Ist A eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X
und ist H eine Untergruppe von G, so definiert A auch eine Operation von H
auf X.

Definition 1.5.4 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert und sei
zeX.
(a) Die Bahn von x ist die Menge Gz := {ax | a € G} c X.
(b) Man sagt, x wird von A c G festgehalten (oder stabilisiert), wenn fiir
alle a € A gilt: ax = x. Der Stabilisator von x ist Stag(x) := {a € G |
ar = x}.
Man sagt ,G operiert transitiv auf X “, wenn es fir alle x,2' € X eina € G
gibt mit ax = x'.

Satz 1.5.5 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Dann gilt:
(a) Flir jedes x € X ist Stag(x) eine Untergruppe von G.
(b) Die Menge {Gx | © € X} aller Bahnen bilden eine Partition von X.
(¢) Fiir alle x € X gilt: #(Gx) = [G : Stag(z)].

Korollar 1.5.6 Ist G eine endliche Gruppe, die auf einer endlichen Menge X
operiert, und sind Gz, ...,Gxy die Bahnen dieser Operation (mit Gx; # Gx;



firi#37), so gilt

k k k #G
#X = > #(Gxi) = Y. [G: Stag ] = ) m
i=1 =1

= Stag x;

1.6 Konjugation und Zentrum

Satz 1.6.1 Sei G eine Gruppe.
(a) Fiir jedes a € G ist die Abbildung G — G,z — axa™! ein Automorphismus
von G.
(b) G operiert auf sich selbst durch (a,z) — axa™' (fir a,r € G).
(¢) G operiert auf der Menge aller Untergruppen von G durch (a,H) —
aHa™' = {aha™' | he H} (fir ae G und H = G eine Untergruppe).

Definition 1.6.2 Die Abbildung x — axa™' aus Satz 1.6.1 (a) heifst Konju-
gation mit a, und die Operationen aus (b) und (c) heiffen Konjugationsope-
ration. Die Bahnen der Konjugationsoperationen nennt man Konjugations-
klassen (von Elementen bzw. von Untergruppen). Zwei Elemente a,a’ € G bzw.
Untergruppen H, H' < G heiflen konjugiert (man sagt auch: ,a ist konjugiert

I«

zu a’ ), wenn sie in der gleichen Konjugationsklasse liegen.

Satz 1.6.3 Sei G eine Gruppe und H < G eine Untergruppe. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:
(a) H ist ein Normalteiler.
(b) H ist eine Vereinigung von Konjugationsklassen von Elementen von G.
(¢) H wird unter der Konjugationsoperation von ganz G festgehalten.

Definition 1.6.4 Sei G eine Gruppe.
(a) Man sagt, dass zwei Elemente a,b € G kommutieren, wenn ab = ba gilt.
(b) Das Zentrum von G ist Z(G) :={a€ G |Ybe G: ab = ba}.

Satz 1.6.5 Sei G eine Gruppe.
(a) Z(G) ist genau die Vereinigung aller einelementigen Konjugationsklassen
von Elementen von G.
(b) Z(G) ein Normalteiler von G.

Definition 1.6.6 Seip eine Primzahl. Fine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe,
deren Ordnung eine Potenz von p ist.

Satz 1.6.7 Ist G eine nicht-triviale p-Gruppe (fir eine Primzahl p), so hat G
nicht-triviales Zentrum, d. h. Z(G) 2 {1}.

1.7 Kompositionsreihen

Definition 1.7.1 Sei G eine Gruppe.

(a) G heifst einfach, wenn sie nicht trivial ist und ihre einzigen Normalteiler
{1} und G sind.

(b) Fine Kompositionsreihe von G ist eine Folge von Untergruppen {1} =
Go c Gy ¢ - < G, = G so0 dass G;_1 1ist ein Normalteiler in G;
ist und G;/G;—1 einfach ist fir i = 1,...,r. Die G;/G;—1 nennt man
Kompositionsfaktoren von G.



Satz 1.7.2 (Jordan-Hélder) Jede endliche Gruppe G besitzt eine Normalrei-
he, und die Kompositionsfaktoren sind bis auf Reihenfolge und bis auf Isomor-
phie eindeutig durch G bestimmt, dh.: Sind {1} = Gy c Gy < --- < G, =G
und {1} = Gy, < G} < --- < G, = G Kompositionsreihen, so ist v = r' und es
gibt eine Permutation o € S, so dass G;/Gi—1 =~ G’ )/G;(i)_l firi=1,... r.

o(i

Definition 1.7.3 FEine Gruppe heifit auflosbar, wenn alle Kompositionsfakto-
ren abelsch sind.

Satz 1.7.4 Jede p-Gruppe ist aufiisbar.

1.8 Die symmetrischen und alternierenden Gruppen

Definition 1.8.1 Der Tridger eines Elements o € S, ist {x € {1,...,n} |
o(z) # x}.

Bemerkung 1.8.2 Sind 01,09 € S,, Elemente, deren Trdiger X1, Xo disjunkt
sind, so gilt fiir o :== 01 009:

o1(z) falls x e Xq
o(z) =1 oa(z) fallsxe X
T sonst.

Insbesondere ist der Trdger von o genau X1 U Xo, und es gilt 0 = g5 0 07.

Definition 1.8.3 Fin Element o € S,, heifit Zykel (der Linge k = 1), wenn es
paarweise verschiedene x1,...,x, € X gibt, so dass gilt:
(a) Der Triger von o ist in {x1,...,x} enthalten;
(b) 0: 1> T2, T2 > T3, ..., Th1 > Tk, T — T1.
(Falls k = 2 ist der Trdger von o genau {z1,...,z;}.) Wir verwenden die
Notation ,(x1 o ... xE)“ fiir diesen Zykel o.
Zykel der Linge 2 nennt man auch Transpositionen.

Satz 1.8.4 Jedes Element o € S,, ldsst sich als Produkt o1 0---o00,, von Zykeln
o; schreiben, die paarweise disjunkte Trdager haben. Verwendet man keine Zykel
der Linge 1, so ist diese Schreibweise eindeutig bis auf Reihenfolge. (Man nennt
dies die Zykelzerlegung von o.)

Satz 1.8.5 Ist 0 = (z1 ... xy) ein Zykel und T € S,, beliebig, so ist ToT™! =

(t(z1) ... T(xx)).

Bemerkung 1.8.6 Zwei Elemente 0,0’ € S, sind konjugiert genau dann, wenn
sie in der Zykelzerleqgung die gleichen Zykellingen haben (also wenn fiir jedes
k = 2 gilt: In der Zykelzerlegung von o kommen genauso viele Zykel der Linge
k vor wie in der Zykelzerlegung von o’ ).

Satz 1.8.7 Ist o € S, ein Zykel der Linge k, so ist sgn(o) = (—1)*+1.

Satz 1.8.8 (a) Die alternierende Gruppe A,, ist einfach genau dann wenn
n =5 ist.
(b) Die symmetrische Gruppe S,, ist auflosbar genau dann, wenn n < 4 ist.



1.9 Die Sylow-Séitze

Definition 1.9.1 Seip eine Primzahl und G eine endliche Gruppe. Wir schrei-
ben die Ordnung von G als #G = m - p* fiir {,m e N mit p{m.
(a) Fine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe, die eine p-Gruppe ist
(also der Ordnung p* fir ein k < £).
(b) Eine Sylow-p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung
genau p.

Satz 1.9.2 (Sylow-Sétze) Sei G endlich und seip eine Primzahl. Wir schrei-
ben #G =m - p* fir {,m e N mit ptm. Dann gilt:
(a) Jede p-Untergruppe von G ist in einer Sylow-p-Untergruppe enthalten.
(b) Ist s die Anzahl der Sylow-p-Untergruppen von G, so gilt s = 1 mod p
und s | m.
(¢) Alle Sylow-p-Untergruppen von G sind konjugiert, d. h. sind H H < G
Sylow-p- Untergruppen, so gibt es ein a € G mit aHa™" = H'.

2 Ringe

Es gibt verschieden allgemeine Definitionen von Ringen. In dieser Vorlesung
werden, wenn nicht anders angegeben, alle Ring kommutativ und mit 1 sein.

2.1 Ringe und Unterringe

Definition 2.1.1 FEin kommutativer Ring mit eins ist eine Tripel (R, +,)
bestehend aus einer Menge R mit zwei Verkniipfungen +,-: R x R — R mit
folgenden FEigenschaften:

(a) (R,+) ist eine abelsche Gruppe;

(b) - ist assoziativ und kommautativ;

(c) es gibt ein beziiglich - neutrales Element (das mit 1 bezeichnet wird);

(d) Distributivitit gilt (d. h. fiir alle a,b,c€ R gilt: a- (b+c¢)=a-c+b-c).

Bemerkung 2.1.2 Das neutrale Element beziiglich - ist eindeutig.

Notation 2.1.3 (a) Wenn bei einem Ring (R,+,-) klar ist, was die Ver-
kniipfungen sein sollen, sagen wir oft einfach nur ,R ist ein Ring“.
(b) Fiir a € R und n € N setzen wir:

n-a=a+a+---+a, (—n)-a:=—(n-a),
—_—
n
a®=1,a":=qa-a---aq
—

n

Beispiel 2.1.4 Ist R ein Ring, so ist auch R[X] = {3 ja; X" |neN,a; € R}
ein Ring (der Polynomring iber R). Die Elemente von R[X] heiflen Poly-
nome; Elemente von R[X] der Form aX* (fir a € R, k € N) nennt man
Monome.

Beispiel 2.1.5 Ist R ein Ring und sind X1, ..., Xy verschiedene Variablen, so
setzen wir R[X1,..., Xk] := R[X1][X2] ... [Xk]. In diesem Fall ist ein Monom
ein Element der Form a - X{" --- X;*, mit a € R und ni,...,n, € N. Jedes
Element von R[X,..., X}] ist eine endliche Summen von Monomen.
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Definition 2.1.6 Sei R ein Ring. Ein Unterring (genauer: Unterring mit 1)
von R ist eine Teilmenge S < R, so dass S ein Ring ist (mit der auf S einge-
schrinkten Addition von Multiplikation von R) und 1 € S gilt.

Definition 2.1.7 Seien R und S Ringe. Das (direkte) Produkt von R und S
ist die Menge R x S mit der komponentenweiser Verkniipfung:

(a,b) + (a’, V') := (a+a',b+ ) und  (a,b)-(a’,V'):=(a-d',b- V)

fiir a,a’ € R, b,b' € S.

2.2 Ideale und Quotienten

Definition 2.2.1 Sei R ein Ring. Fin Ideal von R ist eine additive Untergrup-
pe a C R, so dass auflerdem fiir alle r € R und a € a gilt: ra € a.

Bemerkung: Eine nicht-leere Teilmenge a — R ist ein Ideal, wenn fiir alle
a,beaund alle r € R gilt: a + b€ a und ra € a.

Bemerkung 2.2.2 Die einzigen Ideale eines Kiorpers K sind {0} und K.

Satz 2.2.3 Ist R ein Ring und sind a; < R Ideale fiir i € I, wobei I eine
beliebige, nicht-leere Indexmenge ist, so ist [ ),c; a; auch ein Ideal.

Definition 2.2.4 Sei R ein Ring und A c R eine beliebige Teilmenge. Das von
A erzeugte Ideal ist
A= (] =

acR Ideal
mit ACa

Satz 2.2.5 Ist R ein Ring und A c R, so ist

(4) = {Zmai |neN,r; € R,a; € A}.

i=1

Satz 2.2.6 Ist R ein Ring und a € R ein Ideal, so wird durch (a+a)-(b+a) :=
(ab)+a (fiir a,b € R) eine Verkniipfgung auf der additiven Gruppe R/a definiert;
R/a ist mit dieser Verkniipfung ein Ring.

Definition 2.2.7 Der Ring R/a (,R modulo a“) aus dem vorigen Satz wird
Quotientenring (oder manchmal auch Faktorring oder Restklassenring)
genannt. Ist klar, welches Ideal a gemeint ist, so schreiben wir statt a + a oft a
(fir a € R).

Beispiel 2.2.8 Ist K ein Kirper und f € K[X] ein Polynom vom Grad n >
1, so lisst sich jedes Element von K[X]/(f) eindeutig schreiben in der Form
ap+ a1 X + -+ a, 1 X"+ (f), firag,...,a,_1 € K.
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2.3 Ringhomomorphismen und der Isomorphiesatz

Definition 2.3.1 Seien R und S Ringe. Ein Ringhomomorphismus (genau-
er: Homomorphismus von Ringen mit 1) ist eine Abbildung f: R — S, so dass
fir alle a,b € R gilt: f(a+b) = f(a) + f(b); f(a-b) = f(a)- f(b); f(1) = 1.
Hom(R, S) bezeichnet die Menge aller Ringhomomorphismen von R nach S.

Das Bild von f ist im f := {f(a) | a € R}; der Kern von f istker f := {a €
R| f(a) = 0}.

Ein Isomorphismus von Ringen ist ein bijektiver Ringhomomorphismus.

Zwei Ringe R und S heiffen isomorph (Notation: R = S), wenn es einen
Isomorphismus R — S gibt.

Ein Endomorphismus eines Rings R ist ein Homomorphismus von R nach
R. Die Menge der Endomorphismen von R wird mit End(R) bezeichnet.

Ein Automorphismus eines Rings R ist ein Isomorphismus von R nach
R. Die Menge der Automorphismen von R wird mit Aut(R) bezeichnet.

Bemerkung 2.3.2 Ist f: R — S ein Ringhomomorphismus, so gilt f(0) = 0
und, fir a € R, f(—a) = —f(a).

Bemerkung 2.3.3 Die Verkniipfung von zwei Ringomomorphismen ist wieder
ein Ringhomomorphismus. Das Inverse eines Ring-Isomorphismus ist wieder
ewn Ring-Isomorphismus.

Beispiel 2.3.4 Ist R ein Ring und a € R, so ist die Abbildung R[X] — R, f —
f(a) ein Ringhomomorphismus.

Beispiel 2.3.5 Ist R ein Ring und a < R ein Ideal, so ist die Abbildung R —
R/a,a — a + a ist ein Ringhomomorphismus.

Beispiel 2.3.6 R[X]/(X2?+1) =C.

Beispiel 2.3.7 Ist R ein beliebiger Ring, so gibt es genau einen Ringhomomor-
phismus Z — R. Er bildet n > 1 auf 1+ ---+ 1 ab.
S ——

n mal

Satz 2.3.8 Sind R und S Ringe und ist f: R — S ein Ringhomomorphismus,
so ist im f ein Unterring von S und ker f ein Ideal von R.

Satz 2.3.9 (Isomorphiesatz) Seien R und S Ringe und f: R — S ein Ho-
momorphismus. Dann erhalten wir einen Isomorphismus f: R/ker f — im f,

so dass fiir alle a € R gilt: f(a) = f(a).

2.4 Integritatsbereiche

Definition 2.4.1 Fin Ring R heifit Integrititsbereich (oder nullteilerfrei)
wenn fir alle a,b e R\{0} gilt: a-b # 0.

Satz 2.4.2 Ist R ein Integrititsbereich und sind a,b € R und ¢ € R\{0} mit
ac = be, so gilt a = b.

Satz 2.4.3 Sei R ein Integrititsbereich. Dann existiert ein Korper K und ein
injektiver Ringhomomorphismus f: R — K so dass jedes Element von K sich

schreiben ldsst als J;EZ? fiir geeignete a € R,b e R\{0}.
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Definition 2.4.4 Der Kérper K aus Satz 2.4.3 wird Quotientenkdrper von
R genannt und mit Quot(R) bezeichnet.

Notation 2.4.5 Jeden Integrititsbereich R fassen wir in Zukunft als Teilmenge
von Quot(R) auf; insbesondere ist, fir a,be R mitb # 0, ,7“ als Element von
Quot(R) wohldefiniert.

Satz 2.4.6 Der Quotientenkdrper eines Integrititsbereichs R hat die folgende
universelle Eigenschaft: Ist f': R — K’ ein injektiver Ringhomomorphismus in
einen Kéorper K', so gibt es genau eine Fortsetzung von [’ zu einem Ringhomo-
morphismus g: Quot(R) — K'.

Satz 2.4.7 Ist R ein Integrititsbereich, so gilt fiir Polynome f,g € R[X]\{0}:
deg(fg) = deg f + degg. Insbesondere ist auch R[X] ein Integrititsbereich.

Definition 2.4.8 Ist K ein Kdorper, so schreibt man den Quotientenkorper des
Polynomrings mit runden Klammern: K(X1,...,X,) := Quot(K[X1,...,X,]).

2.5 Faktorielle Ringe

Definition 2.5.1 Sei R ein Ring.

(a) Fine Einheit von R ist ein Element a € R, so dass es ein b € R gibt mit
ab = 1. Die Menge der Finheiten von R wird mit R* bezeichnet.

(b) Fiir a,b € R sagt man ,a teilt b“, wenn es ein ¢ € R gibt mit a - ¢ = b.
Notation dafiir: a | b. Man sagt auch a ist ein Teiler von b oder b ist ein
Vielfaches von a.

(¢) Ein Element a € R heifit irreduzibel (in R) wenn a keine Finheit ist und
aus b-c = a (firb,ce R) folgt, dass b oder ¢ eine Finheit ist.

(d) Zwei Elemente a,b € R heiflen teilerfremd, wenn aus ¢ | a und ¢ | b folgt,
dass ¢ eine Finheit ist (fir ce R).

Satz 2.5.2 Die Menge R* der FEinheiten eines Rings R bildet eine Gruppe
beztiglich der Multiplikation.

Bemerkung 2.5.3 Sei R ein Integrititsbereich und seien a,b,c € R\{0}. Dann

alb < be(a) = (b)c(a) = LeRr
albable=alc

a|b=ac|bec

albrale=a|(b+c)

a|l &= aeR* < (a)=R < a '€eR

Beispiel 2.5.4 Fiir beliebige Ringe R gilt: (R[X])* = R*.

Definition 2.5.5 Fin Ring R heifst faktoriell wenn er ein Integritdtsbereich
ist und ,eindeutige Primfaktorzerleqgungen® existieren, d. h. wenn folgendes gilt:
(a) Zu jedem a € R\{0} gibt es irreduzible Elemente pi,...,pr € R und eine
Finheit e€ R* mita =e-py-pa---pr. (Dies nennt man eine Primfak-
torzerlegung von a.)
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(b) Ist a = € - p} -ph---p), eine weitere Primfaktorzerlegung von a, so ist

k' =k, und nach Umnummerierung gilt Z—% € R*.

Definition 2.5.6 (a) Ein Ideal a in einem Ring R heifst Hauptideal, wenn
es ein a € R gibt mit a = (a).
(b) Fin Integrititsbereich R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal ein Haupt-
ideal ist.

Definition 2.5.7 Fin Integrititsbereich R heifit euklidisch, wenn es eine Ab-
bildung o: R\{0} — N gibt, so dass folgendes gilt: Sind a,b € R\{0}, so gibt es
¢,m € R mit a = bc + r und entweder r =0 oder o(r) < o(b).

Beispiel 2.5.8 Z ist euklidisch mit o(a) := |al.
Beispiel 2.5.9 Ist K ein Korper, so ist K[X] euklidisch mit o(f) := deg f.
Satz 2.5.10 Ist R euklidisch, so ist R ein Hauptidealring.

Lemma 2.5.11 Sei R ein Hauptidealring und seien a,b,b’" € R\{0}.
(a) a und b sind teilerfremd genau dann, wenn (a,b) = R ist.
(b) Ist a teilerfremd zu b und zu b, so ist a auch teilerfremd zu bl .

Satz 2.5.12 Hauptidealringe sind faktoriell.

Bemerkung 2.5.13 Ist R ein faktorieller Ring und sind a,b,b" € R\{0} so dass
a teilerfremd zu b und auch zu b’ ist, so ist a auch teilerfremd zu bb'.

2.6 p-Bewertungen
In diesem gesamten Abschnitt sei R ein faktorieller Ring und K = Quot(R).

Satz 2.6.1 Ist p € R irreduzibel, so lisst sich jedes Element c € K* schreiben
als ¢ = p"§ fir a,be R, die zu p teilerfremd sind und fiir ein n € Z. Hierbei ist
n durch p und c eindeutig festgelegt.

Definition 2.6.2 Die Zahl n aus Satz 2.6.1 heifit ,p-Bewertung von c¢“ und
wird mit vy,(c) bezeichnet. Man setzt v,(0) := co.

Satz 2.6.3 Jedes Element c € Quot(R) lisst sich schreiben als
k
c=e- np;)pi(a)a
i=1

wobei die p; € R irreduzibel sind, e € R*, und fir i # j ist p;/p; keine Einheit.
Insbesondere ist c € R genau dann, wenn vy(c) = 0 fiir alle irreduziblen p.

Bemerkung 2.6.4 Sei p € R irreduzibel.
(a) Fiir a,be K\{0} gilt: v,(ab) = vp(a) + vp(b).
(b) Firae R und meZ gilt: p™ | a < vp(a) = m.
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2.7 Polynomringe
Sei weiterhin R ein faktorieller Ring und K = Quot(R).

Lemma 2.7.1 Ist p € R irreduzuibel, so ist R/(p) ein Integrititsbereich.

Definition 2.7.2 Seip € R irreduzibel und sei f = Y, ,a; X" € K[X]. Dann
setzen wir vy (f) 1= min; v,(a;).
Satz 2.7.3 Fir f,g e K[X] gilt: vii(fg) = vy (f) +v;(g)-

Satz 2.7.4 Ist f € R[X|\R irreduzibel in R[X], so ist f auch irreduzibel in
K[X]. Genauer gilt: ist f = g-h fir g,h € K[X], so gibt es ein c € K*, so dass
¢t g und c-h in R[X] liegen.

Satz 2.7.5 (Satz von GauBl) Ist R faktoriell, so auch R[X].

Korollar 2.7.6 (a) Ist K ein Kérper, so ist K[Xy,..., X, faktoriell.
(b) Z[Xy,...,X,] ist faktoriell.

Satz 2.7.7 (Eisensteinsches Irreduzibilitéitskriterium) Ist f = > a; X’ e
R[X] ein Polynom vom Grad n = 1, und gibt es ein irreduzibles Element p € R
mit p | a; fiiri <n, p*{ao und ptay, so ist f irreduzibel in K[X].

Beispiel 2.7.8 Istp prim, so ist f(X) := XP71 4+ XP=2 ...+ X +1 irreduzibel
in Q[X].

2.8 Maximale Ideale

Definition 2.8.1 Sei R ein Ring. Ein Ideal a & R heiffit maximal, wenn es
kein Ideal b < R gibt mit a < b.

Satz 2.8.2 Sei R ein Hauptidealring und a € R. Das Hauptideal (a) ist mazimal
genau dann, wenn a irreduzibel ist.

Satz 2.8.3 Fin Ideal a in einem Ring R ist mazimal genau dann, wenn R/a
ewn Korper ist.

Satz 2.8.4 Sei R ein Ring und a & R ein beliebiges Ideal. Dann existiert ein
mazimales Ideal ag D a.

2.9 Der chinesische Restsatz fiir Ringe

Satz 2.9.1 (Chinesischer Restsatz, Ringversion) Ist R ein Ring und sind
ai,...,a, Ideale, so dass fiir alle i # j das von a; U a; erzeugte Ideal bereits
ganz R ist, so ist der Ringhomomorphismus

R— (R/a; x -+ x R/ay),a— (a+ay,...,a+ay,)

surjektiv, und der Kern ist a; nag N -+ N ay.
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3 Korper

3.1 Korpererweiterungen

Definition 3.1.1 Sei R ein Ring. Der Kern des Ringhomomorphismus Z — R
(aus Beispiel 2.5.7) hat die Form nZ, fir ein n € N. Dieses n nennt man die
Charakteristik von R, und man schreibt char R dafiir.

Satz 3.1.2 Ist K ein Koérper, so ist char K entweder O oder eine Primzahl.

Definition 3.1.3 Sei L ein Kirper. Fin Unterkdrper ist eine Teilmenge K <
L, so dass K auch wieder ein Korper ist. Man nennt L dann einen Oberkdrper
von K, und man schreibt auch ,L/K ist eine Korpererweiterung® um zu
sagen, dass L ein Korper ist und K ein Unterkdrper von L.

Bemerkung 3.1.4 Ist L/K eine Kirpererweiterung, so ist L ein K -Vektorraum.

Definition 3.1.5 Der Grad einer Kérpererweiterung L/K ist [L : K] :=
dimg L, d. h. die Dimension von L als K -Vektorraum aufgefasst. ([L : K] kann
auch o sein.) Eine endliche Kdrpererweiterung ist eine Kdrpererweiterung
von endlichem Grad.

Satz 3.1.6 Sind K ¢ L ¢ M Korper, so gilt [M : K| = [M : L] -[L : K.
Insbesondere ist [M : K] endlich genau dann, wenn sowohl [M : L] als auch
[L : K] endlich sind.

Satz 3.1.7 Ist K ein beliebiger Korper, und sind K; < K Unterkorper fiir
i € I, so ist der Schnitt (,; K;i auch ein Unterkirper von K. Insbesondere
enthdlt jeder Korper K einen kleinsten Unterkorper.

Definition 3.1.8 Den kleinsten Unterkorper eines Korpers K nennt man den
Primkérper von K.

Satz 3.1.9 Der Primkérper eines Korpers K ist isomorph zu Q falls char K = 0
ist und isomorph zu F), falls char K = p ist fir eine Primzahl p.

3.2 Adjunktion von Elementen

Definition 3.2.1 Sind K < L Kérper und sind a; € L fiir i € I, so schreibt
man K((a;)ier) fir den kleinsten Unterkirper von L, der K und alle a; enthilt.
Man nennt dies den von den a; erzeugten Kdrper (iber K ). Man sagt auch,
K((a;)ier) ist der Kérper, den man aus K durch Adjunktion der Elemente a;
erhdlt.

Satz 3.2.2 Sei L/K eine Kirpererweiterung und sei a € L. Wenn es iberhaupt
ein Polynom f € K[X|\{0} gibt mit f(a) =0, dann gibt es genau ein normiertes
Polynom fo € K[X|\{0} minimalen Grades, fiir das fo(a) = 0 gilt. Dieses fo ist
auch das einzige normierte irreduzible Polynom mit fo(a) = 0, und fiir beliebige
Polynome f € K[X] gilt: f(a) =0 <> fo| f.

Definition 3.2.3 Sei L/K cine Korpererweiterung und sei a € L.
(a) a heift algebraisch iiber K, wenn es ein Polynom f € K[X]|\{0} gibt mit
f(a) = 0. Sonst nennt man a transzendent iber K.

16



(b) Ist a algebraisch iber K, so nennt man das Polynom fy aus Satz 3.2.2
das Minimalpolynom von a (iber K ). Notation dafiir: MiPo, /. Den Grad
deg MiPo,,x nennt man auch den Grad von a iber K.
Man nennt eine komplexe Zahl algebraisch bzw. transzendent, wenn sie algebra-
isch iiber Q ist bzw. transzendent tiber Q.

Beispiel 3.2.4 Ist n € N keine Quadratzahl, so hat \/n das Minimalpolynom
MiPo /9 = X? —n. Insbesondere ist \/n ¢ Q.

Satz 3.2.5 Ist L/K eine Kérpererweiterung und ist a € L, so gilt:

(a) Ist a algebraisch iber K, so ist [K(a) : K| gleich dem Grad von a iber
K, und es gibt (genau) einen Isomorphismus K[X]/(MiPo, k) — K(a),
der auf K die Identitdt ist und X auf a abbildet.

(b) Ist a transzendent iber K, so ist [K(a) : K| = o0, und es gibt (genau)
einen Isomorphismus Quot K[X| — K(a), der auf K die Identitdt ist und
X auf a abbildet.

Definition 3.2.6 Sein € N, n > 1. Eine n-te Einheitswurzel ist eine kom-
plexe Zahl z, so dass z™ = 1 ist. Eine primitive n-te Einheitswurzel ist eine
n-te Einheitswurzel, die keine k-te Einheitswurzel fir k < n ist.

Bemerkung 3.2.7 (, := e2™/" st eine primitive n-te Einheitswurzel.
Beispiel 3.2.8 Sei p prim und sei (, := €2™/™. Dann ist [Q((,) : Q] = p — 1.

Satz 3.2.9 Sind M/L/K Korpererweiterungen und ist a € M, so ist [L(a) :
L]l < [K(a): K].

Bemerkung: In der Situation aus Satz 3.2.9 muss [L(a) : L] kein Teiler von
[K(a) : K] sein.

Satz 3.2.10 Sei L die Menge der komplexen Zahlen, die sich als Ausdruck
schreiben lassen, in dem nur rationale Zahlen, plus, minus, mal, durch und
Quadratwurzeln vorkommen. Formaler: Sei L der kleinste Korper, der Q enthdlt
und fiir den gilt: Yae C :a?> €e L= a € L. Eina € C liegt genau dann in L, wenn
es ai,...,a, = a € C gibt, so dass a? € Q(as,...,a;_1) gilt firi =1,...,n.

Insbesondere gilt, fiir alle a € L: [Q(a) : Q] ist eine Zweierpotenz.
Beispiel 3.2.11 ¢/2¢ L.

3.3 Anwendung: Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Definition 3.3.1 Sei £ < C.

(a) Eine Gerade G = {a+71b|reR} (firae C,be C*) ist aus E 1-Schritt-
konstruterbar, wenn sie mindestens zwei verschiedene Elemente von E
enthdlt.

(b) Fin Kreis K = {z € C | |z—m| = r} (fir m € C,r € Ryg) ist aus
E 1-Schritt-konstruierbar, wenn sein Mittelpunkt m in E liegt und es
21,22 € E gibt mit |21 — zo| = 7.

(¢) Ein Punkt z € C ist aus E 1-Schritt-konstruierbar, wenn z € F| N
Fy ist, wobei Fy und Fy zwei verschiedene Geraden, zwei verschiedene
Kreise oder eine Gerade und ein Kreis sind, die beide aus E 1-Schritt-
konstruierbar sind.
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(d) Ein Punkt z € C heifit aus E konstruierbar, wenn es z1,...,2, =2€C
gibt, so dass z; aus E U {z1,...,2;_1} 1-Schritt-konstruierbar ist, fir i =
1,...,n.

Satz 3.3.2 Die Menge der aus {0,1} konstruierbaren Punkte ist genau der
Korper L aus Satz 3.2.10.

Korollar 3.3.3 ,, Wiirfelverdopplung ist nicht mit Zirkel und Lineal mdoglich“:
Aus {0,1} lassen sich keine Punkte a,b € C konstruieren, deren Abstand die
Kantenlinge eines Wiirfels mit Volumen 2 ist.

Korollar 3.3.4 Ist p = 3 prim und p — 1 keine Zweierpotenz, so lisst sich das
regelmdafe p-Eck nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren.

Korollar 3.3.5 Ist p > 3 prim, so ldsst sich das regelmdfle p*>-Eck nicht mit
Zirkel und Lineal konstruieren.

Korollar 3.3.6 Das regelmdfsige n-FEck lisst sich genau dann konstruieren,
wenn n = 2¢ - py---py ist fir £ € N und paarweise verschiedene Primzahlen
pi = 3, fir die p; — 1 eine Zweierpotenz ist.

(Der Beweis der Konstruierbarkeit des p-Ecks, falls p — 1 eine Zweierpotenz
ist, kommt spéter.)

Korollar 3.3.7 Es gibt keine Konstruktion mit Zirkel und Lineal, mit der be-
liebige Winkel gedrittelt werden kionnen.

3.4 Algebraische Korpererweiterungen

Definition 3.4.1 FEine Korpererweiterung L/K heifit algebraisch, wenn alle
a € L algebraisch iiber K sind.

Satz 3.4.2 Ist L/K eine beliebige Kérpererweiterung, so ist die Menge {a € L |
a ist algebraisch iber K} ein Unterkérper von L.

Satz 3.4.3 Ist L/K algebraisch und M /L algebraisch, so ist auch M /K alge-
braisch.

Satz 3.4.4 Fiir einen Korper K sind dquivalent:
(a) Jedes Polynom in K[X] zerfillt in Linearfaktoren.
(b) Jedes irreduzible Polynom in K|[X] hat Grad 1.
(¢) Die einzige algebraische Kérpererweiterung von K ist K selbst.
(d) Jedes Polynom in K[X] hat (mindestens) eine Nullstelle in K.

Definition 3.4.5 Fin Kérper K, der die Bedingungen aus Satz 3.4.4 erfiillt,
heif$t algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung 3.4.6 Sind K und L Kérper und ist f: K — L ein Ringhomo-
morphismus, so ist f automatisch injektiv.

Definition 3.4.7 Finen Ringhomomorphismus f: K — L zwischen Kdérpern
K und L nennt man auch Korperhomomorphismus; entsprechend sagt man
auch Korperisomorphismus und Korperautomorphismus. Wegen der vo-
rigen Bemerkung nennt man einen Kdérperhomomorphismus f: K — L auch oft
emne ,FEinbettung von K in L.
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Satz 3.4.8 Ist K ein Korper, L © K eine algebraische Erweiterung von K und
M > K algebraisch abgeschlossen, so gibt es eine Einbettung L — M, die die
Identitat auf K ist.

Bemerkung: Bessere Formulierung von Satz 3.4.8: Sind K, L, M Koérper und
¢1: K > L und ¢o: K — M Einbettungen, so dass L/¢;(K) algebraisch ist
und M algebraisch abgeschlossen, so gibt es eine Einbettung ¢: L — M mit
P2 =Y o 1.

Satz 3.4.9 Zu jedem Korper K gibt es eine algebraische Erweiterung L D K,
die algebraisch abgeschlossen ist. Diese algebraische Erweiterung ist eindeutig
bis auf Isomorphismus tber K.

Definition 3.4.10 Den Korper L aus Satz 3.4.9 nennt man den algebrai-
schen Abschluss von K; Notation fiir den algebraischen Abschluss: K.

Bemerkung 3.4.11 Ist K ein Korper und ist ¢ € End(K?®®) ein Endomor-
phismus, der auf K die Identitdt ist, so ist ¢ schon ein Autormophismus von
Kalg'

Bemerkung 3.4.12 Ist L/K eine algebraische Korpererweiterung, so kénnen
(und werden) wir L nach Satz 3.4.8 als Unterkorper von K*# auffassen.

Definition 3.4.13 Sei L/K eine Korpererweiterung. Ein ,Autormorphis-
mus von L diber K ist ein Automorphismus von L, der die Identitit auf
K ist. Man schreibt Aut(L/K) fiir die Menge der Automorphismen von L diber
K. Sei L' o K ein weiterer Oberkorper. Eine ,Einbettung von L in L' tiber
K “ ist eine Einbettung von L in L', die auf K die Identitit ist.

Bemerkung 3.4.14 Ist K ¢ L < M, so ist Aut(M/L) eine Untergruppe von
Aut(M/K).

Satz 3.4.15 Sei K ein Kiorper und seien ai,as € K*&. Dann liegen a; und
as genau dann in der gleichen Bahn unter der Operation von Aut(K®#/K) auf
K& wenn sie das selbe Minimalpolynom wber K haben.

3.5 Normale Koérpererweiterungen

Definition 3.5.1 Sei K ein Korper. Der Zerfillungskérper (iber K) eines
Polynoms f € K[X]|\{0} ist der kleinste Unterkorper L < K*&, der K enthilt
und so dass f in L[X] in Linearfaktoren zerfillt.

Satz 3.5.2 Ist f € K[X] und sind ai,...,a, € K& die Nullstellen von f, so
ist L= K(ay,...,a,) der Zerfillungskorper von f. Es gilt [L : K] < nl.

Satz 3.5.3 Die folgenden Bedingungen an eine endliche Korpererweiterung L/ K
sind dquivalent:
(a) L ist Zerfillungskirper eines Polynoms f € K[X]\{0}.
(b) Fiir alle a € L zerfallt MiPo, /i in L[X] in Linearfaktoren.
(c) Jeder Automorphismus o € Aut(K#8/K) bildet L auf sich selbst ab. (Ins-
besondere ist |, € Aut(L/K).)
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Definition 3.5.4 Wenn die Bedingungen aus Satz 3.5.3 gelten, nennt man die
Kérpererweiterung L/K normal. Man sagt auch: ,L ist normal iber K “. (Ist
L/K wunendlich, so sind nur noch (b) und (c¢) dquivalent, und man verwendet
dies als Definition von normal.)

Bemerkung 3.5.5 Sind K < L ¢ M Kérper und ist M /K normal, so ist auch
M /L normal.

3.6 Separable Korpererweiterungen

Satz 3.6.1 Ist K ein Korper der Charakteristik O und f € K[X] irreduzibel, so
hat f in K*® keine mehrfachen Nullstellen (d.h. alle Linearfaktoren von f in
K*&[X] sind verschieden,).

Definition 3.6.2 Sei L/K eine algebraische Kdorpererweiterung.
(a) Fin Element a € L heifst separabel iber K wenn sein Minimalpolynom
MiPo,, i keine mehrfachen Nullstellen in K& hat.
(b) Die Kérpererweiterung L/K heifit separabel, wenn alle Elemente von L
separabel tiber K sind.

Bemerkung 3.6.3 Nach Satz 3.6.1 ist eine algebraische Korpererweiterung
L/K immer separabel, wenn char K = 0 ist.

Bemerkung 3.6.4 Sind K ¢ L ¢ M Kérper und ist M /K separabel, so sind
auch L/K und M /L separabel.

Satz 3.6.5 Sei L/K ecine endliche separable Korpererweiterung. Dann gibt es
genau [L : K| viele Einbettungen von L nach K%, die auf K die Identitdt sind.

3.7 Galois-Theorie

Definition 3.7.1 FEine Korpererweiterung L/K heifit galoissch, wenn sie nor-
mal und separabel ist. (Man sagt auch: ,L/K ist eine Galois-Erweiterung.“)
Ist L/K galoissch, so nennt man Aut(L/K) auch die Galois-Gruppe von L/K
(und oft schreibt man Gal(L/K) dafiir).

Satz 3.7.2 Ist L/K eine endliche galoissche Kdrpererweiterung, so ist # Aut(L/K) =
[L: K].

Definition 3.7.3 Fin Zwischenkdrper einer Kiorpererweiterung L/K ist ein
Korper F mit K ¢ FF c L.

Satz 3.7.4 Ist L/K eine Korpererweiterung und H < Aut(L/K) eine Unter-
gruppe, so ist die Menge F := {a € L |Vo € H: o(a) = a} ein Zwischenkdrper
von L/K.

Definition 3.7.5 Den Kérper F aus Satz 3.7./ nennt man den Fixkorper von
H; Notation dafiir: Fix(H).

Satz 3.7.6 (Hauptsatz der Galois-Theorie) Sei L/K eine endliche galois-
sche Kérpererweiterung mit Galoisgruppe G = Aut(L/K). Dann hat man eine
Bijektion zwischen der Menge der Untergruppen von G und der Menge der Zwi-
schenkorper von L/K, die gegeben ist durch H — Fix(H). Die Umkehrabbildung
ist F — Aut(L/F).
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Definition 3.7.7 Die Bijektion aus Satz 3.7.6 heifit Galois-Korrespondenz.

Satz 3.7.8 Sei L/K eine endliche Galoiserweiterung mit Galois-Gruppe G =
Auwt(L/K), seien H H' < G Untergruppen und seien F' = Fix(H), F' =
Fix(H'). Dann gilt:

(a) Die Galois-Korrespondenz ist inklusionsumkehrend®, d.h. H ¢ H' <=
FoF.

(b) [L: F]=#H und [F: K] =[G : H]

(¢) Die Kirpererweiterung F/K ist normal genau dann, wenn H ein Nor-
malteiler von G ist. Ist dies der Fall, so hat man eine surjektive Fin-
schrinkungsabbildung Aut(L/K) — Aut(F/K), deren Kern H ist. Insbe-
sondere ist dann also Awt(F/K) ~ G/H.

Beispiel 3.7.9 Sei p prim, (, = €>™/? und L := Q((,). Dann ist [L : Q]
galoissch, und wir haben einen Isomorphismus ¥\ — Aut(L/Q), der gegeben ist
durch k — (¢ — (I’f),

Beispiel 3.7.10 Sei p prim, sei K ein Kérper mit ¢, € K, sei be K so, dass
f(X) := XP — b keine Nullstelle in K hat, und sei L der Zerfillungskirper von
f. Dann ist Aut(L/K) isomorph zu Z/pZ.

Satz 3.7.11 Sei K ein Korper, seien L, K' < K& Kirpererweiterungen von
K und sei L' ¢ K& der kleinste Korper, der L und K' enthdlt. Wir nehmen
an, dass L/K endlich und galoissch ist. Dann ist auch L'/K' endlich und ga-
loissch und wir haben einen injektiven Gruppenhomomorphismus Aut(L'/K') —
Aut(L/K),0 — o|r. Insbesondere ist [L' : K'] ein Teiler von [L : K].

Beispiel 3.7.12 Sei K = Q8 ein Korper und sei p prim. Dann ist K((,)/K
galoissch, und die Galois-Gruppe Aut(K(y)/K) ist isomorph zu einer Unter-
gruppe von F .

3.8 Anwendung: Radikalerweiterungen

Satz 3.8.1 Ist p eine Primzahl, so dass p— 1 eine Zweierpotenz ist, so ist das
regelmdafige p-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Definition 3.8.2 FEin Element a € Q& heifit durch Radikale auflésbar,
wenn es ay,...,ap € C und ri,...,rp = 1 gibt, so dass fir K; := Q(aq,...,a;)
gilt: a}' € K;_1 und a € K.

Satz 3.8.3 Sei f € Q[X] und sei L o Q der Zerfillungskorper von f. Dann
sind die Nullstellen von f durch Radikale auflosbar genau dann, wenn die Grup-

pe Aut(L/Q) auflosbar ist.

Satz 3.8.4 Ist f € Q[X] ein Polynom vom Grad hdchstens 4, so sind die Null-
stellen von f durch Radikale aufiésbar.

Satz 3.8.5 Ist f € Q[X] ein irreduzibles Polynom fiinften Grades mit genau
drei reellen Nullstellen und ist L der Zerfillungskorper von f, so ist Aut(L/Q) =~
Ss. Insbesondere sind die Nullstellen von f nicht durch Radikale auflosbar.
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