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1 Gruppen

1.1 Gruppen und Untergruppen

Definition 1.1.1 Eine Gruppe ist eine Paar pG, ˝q bestehend aus einer Menge
G und einer Verknüpfung ˝ : G ˆ G Ñ G, die assoziativ ist (d. h. für alle
a, b, c P G gilt a ˝ pb ˝ cq “ pa ˝ bq ˝ c, so dass es ein neutrales Element e P G
gibt (d. h. für alle a P G gilt a ˝ e “ e ˝ a “ a) und so dass jedes Element a P G
ein Inverses a´1 P G besitzt (d. h. a ˝ a´1 “ a´1 ˝ a “ e).

Eine Gruppe heißt abelsch oder kommutativ, wenn außerdem für alle a, b P
G gilt: a ˝ b “ b ˝ a.

Bemerkung 1.1.2 Das neutrale Element einer Gruppe G und Inverse a´1 von
Elementen a P G sind eindeutig.

Notation 1.1.3 • Wenn klar ist, welche Verknüpfung gemeint ist, sagen
wir oft

”
G ist eine Gruppe“ (statt

”
pG, ˝q ist eine Gruppe“). Insbesondere

schreiben wir Z statt pZ,`q, und wenn K ein Körper ist schreiben wir K
statt pK,`q und Kˆ statt pKˆ, ¨q.

• Wenn wir nicht sagen, was die Verknüfung einer Gruppe ist, verwenden
wir die multiplikative Notation: Die Verknüpfung schreiben wir als a ¨b
(oder ab), das neutrale Element ist 1, und das Inverse von a ist a´1.

• Bei abelschen Gruppen werden wir auch oft die additive Notation ver-
wenden: Die Verknüpfung ist a ` b, das neutrale Element ist 0, und das
inverse von a ist ´a.

Beispiel 1.1.4 Sei K ein Körper. Dann bildet die Menge GLnpKq der inver-
tierbaren nˆ n-Matrizen eine Gruppe mit dem Matrixprodukt als Verknüpfung.
(GL = general linear group = allgemeine lineare Gruppe.)

Beispiel 1.1.5 Ist M eine Menge, so definiert man die symmetrische Grup-
pe als SympMq :“ tf : M Ñ M | f ist bijektivu, mit der Hintereinander-
ausführung von Abbildungen als Verknüpfung. Elemente von SympMq nennt
man auch Permutationen von M .
Wir setzen auch: Sn :“ Sympt1, . . . , nuq.

Lemma 1.1.6 Sei G eine Gruppe, und seien a, b P G.
• Wenn es ein c P G gibt mit ac “ bc (oder ca “ cb), so gilt a “ b.
• Es gibt ein d P G mit a “ db.
• Es gilt pabq´1 “ b´1a´1

Notation 1.1.7 Sei G eine Gruppe und a P G. Wir setzen a0 :“ 1 und, für
n P N positiv, an :“ a ¨ ¨ ¨ a

loomoon

n

und a´n :“ panq´1 “ pa´1qn.

Wenn wir G mit additiver Notation schreiben, setzen wir entsprechend 0¨a :“
0, n ¨ a :“ a` ¨ ¨ ¨ ` a

looooomooooon

n

und p´nq ¨ a :“ ´pn ¨ aq.

Bemerkung 1.1.8 Für beliebige m,n P Z gilt: am ¨ an “ am`n.

Definition 1.1.9 Sei G eine Gruppe. Eine Untergruppe von G ist eine Teil-
menge H Ă G, so dass H eine Gruppe ist (mit der auf H eingeschränkten
Verknüpfung von G).
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Ein Normalteiler von G ist eine Untergruppe N Ă G, so dass außerdem
gilt: Für alle a P N und alle b P G gilt bab´1 P N . Die Notation

”
N Ÿ G“

bedeutet: N ist ein Normalteiler von G.

Bemerkung 1.1.10 Eine nicht-leere Teilmenge H Ă G ist eine Untergruppe
genau dann, wenn für alle a, b P H gilt: a ¨ b P H und a´1 P H. Das neutrale
Element von H ist dann das selbe wie das neutrale Element von G.

Beispiel 1.1.11 SLnpKq :“ tA P GLnpKq | detA “ 1u ist eine Untergruppe
von GLnpKq und sogar ein Normalteiler. (SL = special linear group = spezielle
lineare Gruppe.)

Bemerkung 1.1.12 Ist G eine abelsche Gruppe, so ist jede Untergruppe von
G bereits ein Normalteiler.

Beispiel 1.1.13 Jede Untergruppe von Z hat die Form nZ “ tnk | k P Zu, für
ein n P N.

Lemma 1.1.14 Ist G eine Gruppe und sind Hi Ă G Untergruppen für i P
I, wobei I eine beliebige, nicht-leere Indexmenge ist, so ist

Ş

iPI Hi auch eine
Untergruppe von G.

Definition 1.1.15 Sei G eine Gruppe und A Ă G eine beliebige Teilmenge von
G. Die von A erzeugte Untergruppe von G ist

xAy :“
č

HĂG Untergrp.
mit AĂH

H.

Man sagt auch, die Elemente von A sind Erzeuger von H.

Beispiel 1.1.16 Ist G eine Gruppe und a P G, so ist xay “ tan | n P Zu.

Definition 1.1.17 Seien G und H Gruppen. Das (direkte) Produkt von G
und H ist die Gruppe GˆH mit der komponentenweiser Verknüpfung:

pa, bq ¨ pa1, b1q :“ paa1, bb1q

für a, a1 P G, b, b1 P H.

Bemerkung 1.1.18 G kann als Untergruppe von G ˆ H aufgefasst werden,
indem man a P G mit pa, 1q P G ˆ H identifiziert. Analog kann man H als
Untergruppe von GˆH auffassen.

1.2 Gruppenhomomorphismen

Definition 1.2.1 Seien G und H Gruppen. Ein Gruppenhomomorphismus
ist eine Abbildung f : GÑ H, für die gilt:

@a, b P G : fpabq “ fpaqfpbq.

HompG,Hq bezeichnet die Menge aller Gruppenhomomorphimen von G nach
H.
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Das Bild von f ist im f :“ tfpaq | a P Gu; der Kern von f ist ker f :“ ta P
G | fpaq “ 1u.

Ein Isomorphismus von Gruppen ist ein bijektiver Gruppenhomomor-
phismus.

Zwei Gruppen G und H heißen isomorph (Notation: G – H), wenn es
einen Isomorphismus GÑ H gibt.

Ein Endomorphismus einer Gruppe G ist ein Homomorphismus von G
nach G. Die Menge der Endomorphismen von G wird mit EndpGq bezeichnet.

Ein Automorphismus einer Gruppe G ist ein Isomorphismus von G nach
G. Die Menge der Automorphismen von G wird mit AutpGq bezeichnet.

Bemerkung 1.2.2 Ist f : GÑ H ein Gruppenhomomorphismus, so gilt fp1q “
1 und, für a P G, fpa´1q “ fpaq´1.

Bemerkung 1.2.3 Die Verknüpfung von zwei Gruppenhomomorphismen ist
wieder ein Gruppenhomomorphismus.

Bemerkung 1.2.4 AutpGq ist eine Untergruppe von SympGq.

Beispiel 1.2.5 Die Abbildung Sn Ñ Rˆ, σ ÞÑ sgnpσq ist ein Gruppenhomomor-
phismus. Den Kern An :“ tσ P Sn | sgnpσq “ 1u nennt man die alternierende
Gruppe.

Lemma 1.2.6 Sind G und H Gruppen und ist f : G Ñ H ein Gruppenhomo-
morphismus, so ist im f eine Untergruppe von H und ker f ein Normalteiler
von G.

1.3 Nebenklassen, Quotienten und der Isomorphiesatz

Definition 1.3.1 Sei G eine Gruppe und H Ă G eine Untergruppe.
• Eine Linksnebenklasse von H ist eine Menge der Form aH :“ tah | h P
Hu für a P G. Die Menge aller Linksnebenklassen von H wird mit G{H
bezeichnet.

• Eine Rechtsnebenklasse von H ist eine Menge der Form Ha :“ tha |
h P Hu für a P G. Die Menge aller Rechtsnebenklassen von H wird mit
HzG bezeichnet.

Lemma 1.3.2 Ist G eine Gruppe und N Ÿ G ein Normalteiler und a P G, so
gilt aN “ Na. Insbesondere sind Linksnebenklassen das gleiche wie Rechtsne-
benklassen, und man spricht einfach von Nebenklassen.

Bemerkung: Wenn wir additive Notation verwenden, schreiben wir Neben-
klassen als a`H “ ta` h | h P Hu.

Lemma 1.3.3 Sei G eine Gruppe und H Ă G eine Untergruppe.
(a) Die Menge der Linksnebenklassen von H bildet eine Partition von G, d. h.

jedes Element a P G liegt in genau einer Linksnebenklasse, nämlich a P
aH.

(b) Zwei Elemente a, b P G liegen in der gleichen Linksnebenklasse von H
genau dann, wenn a´1b P H gilt.

(c) Jede Linksnebenklasse von H hat die gleiche Kardinalität wie H (d. h. für
beliebige a P G gilt: #paHq “ #H).
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Analoge Aussagen gelten für Rechtsnebenklassen.

Bemerkung 1.3.4 Ist f : G Ñ H ein Gruppenhomomorphismus, und sind
a, b P G, so gilt fpaq “ fpbq genau dann wenn a ¨ pker fq “ b ¨ pker fq. Ins-
besondere ist f injektiv genau dann, wenn ker f “ t1u.

Satz 1.3.5 Ist G eine Gruppe und NŸG ein Normalteiler, so wird durch paNq¨
pbNq :“ pabqN (für a, b P G) eine Verknüpfgung auf G{N definiert; G{N ist
mit dieser Verknüpfung eine Gruppe, und die Abbildung GÑ G{N, a ÞÑ aN ist
ein Gruppenhomomorphismus.

Definition 1.3.6 Die Gruppe G{N (
”
G modulo N“) aus dem vorigen Satz

wird Quotientengruppe (oder manchmal auch Faktorgruppe) genannt.

Notation 1.3.7 Ist G eine Gruppe, N ŸG und a P G, so schreiben wir für die
Nebenklasse aN P G{N manchmal auch ā.

Satz 1.3.8 (Isomorphiesatz) Seien G und H Gruppen und f : G Ñ H ein
Homomorphismus. Dann erhalten wir einen Isomorphismus f̃ : G{ ker f Ñ im f ,
so dass für alle a P G gilt: f̃pāq “ fpaq.

Definition 1.3.9 Sei G eine Gruppe.
• Statt

”
Kardinalität von G“ sagt man auch Ordnung von G. (Als Notation

verwendet man trotzdem #G.)
• Die Ordnung eines Elements a von G ist die kleinste positive natürliche

Zahl n, so dass an “ 1 gilt. Die Ordnung von a wird mit ordpaq bezeichnet.
Gibt es kein n ě 1 mit an “ 1, so setzt man ordpaq :“ 8.

• Der Index einer Untergruppe H Ă G ist definiert durch rG : Hs :“
#pG{Hq. (Er kann auch unendlich sein.)

Satz 1.3.10 Sei G eine Gruppe, H Ă G eine Untergruppe, a P G und r P Z.
Dann gilt:

(a) #G “ #H ¨ rG : Hs.
(b) Falls ordpaq “ 8: xay – Z, und ar “ 1 ðñ r “ 0.

Falls ordpaq “ m ă 8: xay – Z{mZ, und ar “ 1 ðñ m|r.
Insbesondere ist ord a “ #xay.

(c) Ist G endlich, so ist a#G “ 1.

Definition 1.3.11 Eine Gruppe G heißt zyklisch, wenn sie von einer ein-
elementigen Menge erzeugt wird, d. h. wenn es ein a P G gibt mit xay “ G.
Solch ein a heißt Erzeuger von G.

Bemerkung 1.3.12 Satz 1.3.10 besagt insbesondere: Ist G zyklisch, so ist G –
Z oder G – Z{mZ für ein m P N, m ě 1. Zyklische Gruppen sind also insbe-
sondere abelsch.

Satz 1.3.13 Untergruppen zyklischer Gruppen sind zyklisch.

Satz 1.3.14 (Chinesischer Restsatz, Gruppenversion) Sind a1, . . . , ak P
Ně1 paarweise teilerfremd und m “ a1 ¨ a2 ¨ ¨ ¨ ak, so ist

Z{mZÑ Z{a1Zˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Z{akZ, n ÞÑ pn` a1Z, . . . , n` akZq

ein Isomorphismus von Gruppen.
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Notation 1.3.15 Ist q ě 1 eine natürliche Zahl und sind a, b P Z beliebig, so
sagt man, a ist kongruent zu b modulo q“ (oder:

”
a und b sind kongruent

modulo q“), wenn a´ b durch q teilbar ist. Notation dafür: a ” b mod q.

Korollar 1.3.16 (Chinesischer Restsatz mit Kongruenzen) Seien a1, . . . , ak P
Ně1 paarweise teilerfremd und b1, . . . , bk P Z beliebig. Dann gibt es genau ein
c P N mit c ă a1 ¨ a2 ¨ ¨ ¨ ak, das die Kongruenzgleichungen

c ” b1 mod a1

...

c ” bk mod ak

erfüllt.

1.4 Endlich erzeugte abelsche Gruppen

Definition 1.4.1 Eine Gruppe G heißt endlich erzeugt, wenn sie von einer
endlichen Menge A Ă G erzeugt wird (d. h. xAy “ G).

Ab jetzt sind in diesem Abschnitt sind alle Gruppen abelsch, und wir ver-
wenden die additive Notation.

Satz 1.4.2 Sei G eine abelsche Gruppe und sei m P N.
(a) Sind a1, . . . , am P G, so ist f : Zm Ñ G, pr1, . . . , rmq ÞÑ r1a1 ` ¨ ¨ ¨ ` rmam

ein Gruppenhomomorphismus mit Bild im f “ xa1, . . . , amy.
(b) Jeder Gruppenhomomorphismus f : Zm Ñ G hat die Form wie in (a), für

gewisse ai P G, d. h. (a) definiert eine Bijektion Gm Ñ HompZm, Gq.

Bemerkung 1.4.3 Wenn G “ Zn ist und wir Elemente von Zm und Zn als
Spaltenvektoren auffassen, dann ist fpvq “ Av, wobei A :“

`

a1 | ¨ ¨ ¨ | am
˘

P

Zmˆn die Matrix mit Spalten ai ist.

Satz 1.4.4 Ist G eine abelsche Gruppe, die von einer n-elementigen Menge er-
zeugt wird, und ist H Ă G eine Untergruppe, so wird H von einer m-elementigen
Menge erzeugt für ein m ď n

Satz 1.4.5 (Elementarteilersatz) Zu jeder Matrix A P Zmˆn gibt es inver-
tierbare Matritzen S P Zmˆm und T P Znˆn so dass S´1 und T´1 auch ganz-
zahlige Einträge haben und so dass SAT die Form

SAT “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

d1 0 ¨ ¨ ¨ 0 ¨ ¨ ¨ 0
0

. . .
. . .

...
......

. . . dk 0 ¨ ¨ ¨ 0
0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0...

...
...

...
0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,

hat für gewisse d1, . . . , dk P Z mit d1 | d2 | ¨ ¨ ¨ | dk (d. h. di teilt di`1).
Die d1, . . . , dk durch A eindeutig bestimmt.

Satz 1.4.6 (Beschreibung der Untergruppen von Zm) Ist H Ă Zm eine
Untergruppe, so gibt es einen Automorphismus f : Zm Ñ Zm so dass fpHq “
d1Zˆ ¨ ¨ ¨ ˆ dmZ ist.
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Lemma 1.4.7 Sei G eine abelsche Gruppe und n P N.
(a) nG :“ tna | a P Gu ist eine Untergruppe von G.
(b) Ist G – H1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆHk, so ist nG – nH1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ nHk.
(c) Ist G – Z{mZ und m ist ein Vielfaches von n, so ist nG – Z{mn Z.
(d) Ist G – Z{mZ und m ist teilerfremd zu n, so ist nG – Z{mZ.
(e) Ist G – Z{mZ und n ist ein Vielfaches von m, so ist nG – t0u.

Satz 1.4.8 (Klassifikation der endlich erzeugten abelschen Gruppen)
Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G ist isomorph zu einer Gruppe der Form
Zs ˆ Z{m1Zˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Z{mkZ, wobei jedes mi eine Primpotenz ist, d. h. mi “ prii
für Primzahlen pi und natürliche Zahlen ri ě 1. Außerdem sind s und die mi

eindeutig durch G bestimmt, bis auf Reihenfolge der mi.

1.5 Operationen von Gruppen auf Mengen

Definition 1.5.1 Sei G eine Gruppe und X eine Menge. Eine Operation λ
von G auf X ist eine Abbildung G ˆ X Ñ X, pa, xq ÞÑ λapxq, so dass für alle
a, b P G und alle x P X gilt:

(a) λ1pxq “ x.
(b) λapλbpxqq “ λabpxq.

Hat man eine solche Operation gewählt, sagt man auch
”
G operiert auf X“.

Operationen schreibt man manchmal auch als Verküpfung: Statt
”
λapxq“ schreibt

man
”
a ¨ x“ oder

”
ax“.

Bemerkung 1.5.2 Sei λ eine Operation von G auf X. Für a P G ist dann
λa P SympXq; auf diese Weise ist eine Operation von G auf X das selbe wie
ein Gruppenhomomorphismus G Ñ SympXq, a ÞÑ λa. (Formaler ausgedrückt
hat man eine Bijektion zwischen Operationen und solchen Gruppenhomomor-
phismen.)

Bemerkung 1.5.3 Ist λ eine Operation einer Gruppe G auf einer Menge X
und ist H eine Untergruppe von G, so definiert λ auch eine Operation von H
auf X.

Definition 1.5.4 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert und sei
x P X.

(a) Die Bahn von x ist die Menge Gx :“ tax | a P Gu Ă X.
(b) Man sagt, x wird von A Ă G festgehalten (oder stabilisiert), wenn für

alle a P A gilt: ax “ x. Der Stabilisator von x ist StaGpxq :“ ta P G |
ax “ xu.

Man sagt
”
G operiert transitiv auf X“, wenn es für alle x, x1 P X ein a P G

gibt mit ax “ x1.

Satz 1.5.5 Sei G eine Gruppe, die auf einer Menge X operiert. Dann gilt:
(a) Für jedes x P X ist StaGpxq eine Untergruppe von G.
(b) Die Menge tGx | x P Xu aller Bahnen bilden eine Partition von X.
(c) Für alle x P X gilt: #pGxq “ rG : StaGpxqs.

Korollar 1.5.6 Ist G eine endliche Gruppe, die auf einer endlichen Menge X
operiert, und sind Gx1, . . . , Gxk die Bahnen dieser Operation (mit Gxi ‰ Gxj
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für i ‰ j), so gilt

#X “

k
ÿ

i“1

#pGxiq “
k
ÿ

i“1

rG : StaG xis “
k
ÿ

i“1

#G

# StaG xi

1.6 Konjugation und Zentrum

Satz 1.6.1 Sei G eine Gruppe.
(a) Für jedes a P G ist die Abbildung GÑ G, x ÞÑ axa´1 ein Automorphismus

von G.
(b) G operiert auf sich selbst durch pa, xq ÞÑ axa´1 (für a, x P G).
(c) G operiert auf der Menge aller Untergruppen von G durch pa,Hq ÞÑ

aHa´1 “ taha´1 | h P Hu (für a P G und H Ă G eine Untergruppe).

Definition 1.6.2 Die Abbildung x ÞÑ axa´1 aus Satz 1.6.1 (a) heißt Konju-
gation mit a, und die Operationen aus (b) und (c) heißen Konjugationsope-
ration. Die Bahnen der Konjugationsoperationen nennt man Konjugations-
klassen (von Elementen bzw. von Untergruppen). Zwei Elemente a, a1 P G bzw.
Untergruppen H,H 1 Ă G heißen konjugiert (man sagt auch:

”
a ist konjugiert

zu a1“), wenn sie in der gleichen Konjugationsklasse liegen.

Satz 1.6.3 Sei G eine Gruppe und H Ă G eine Untergruppe. Dann sind die
folgenden Aussagen äquivalent:

(a) H ist ein Normalteiler.
(b) H ist eine Vereinigung von Konjugationsklassen von Elementen von G.
(c) H wird unter der Konjugationsoperation von ganz G festgehalten.

Definition 1.6.4 Sei G eine Gruppe.
(a) Man sagt, dass zwei Elemente a, b P G kommutieren, wenn ab “ ba gilt.
(b) Das Zentrum von G ist ZpGq :“ ta P G | @b P G : ab “ bau.

Satz 1.6.5 Sei G eine Gruppe.
(a) ZpGq ist genau die Vereinigung aller einelementigen Konjugationsklassen

von Elementen von G.
(b) ZpGq ein Normalteiler von G.

Definition 1.6.6 Sei p eine Primzahl. Eine p-Gruppe ist eine endliche Gruppe,
deren Ordnung eine Potenz von p ist.

Satz 1.6.7 Ist G eine nicht-triviale p-Gruppe (für eine Primzahl p), so hat G
nicht-triviales Zentrum, d. h. ZpGq Ľ t1u.

1.7 Kompositionsreihen

Definition 1.7.1 Sei G eine Gruppe.
(a) G heißt einfach, wenn sie nicht trivial ist und ihre einzigen Normalteiler

t1u und G sind.
(b) Eine Kompositionsreihe von G ist eine Folge von Untergruppen t1u “

G0 Ă G1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Gr “ G so dass Gi´1 ist ein Normalteiler in Gi
ist und Gi{Gi´1 einfach ist für i “ 1, . . . , r. Die Gi{Gi´1 nennt man
Kompositionsfaktoren von G.
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Satz 1.7.2 (Jordan-Hölder) Jede endliche Gruppe G besitzt eine Normalrei-
he, und die Kompositionsfaktoren sind bis auf Reihenfolge und bis auf Isomor-
phie eindeutig durch G bestimmt, d h.: Sind t1u “ G0 Ă G1 Ă ¨ ¨ ¨ Ă Gr “ G
und t1u “ G10 Ă G11 Ă ¨ ¨ ¨ Ă G1r1 “ G Kompositionsreihen, so ist r “ r1 und es
gibt eine Permutation σ P Sr so dass Gi{Gi´1 – G1σpiq{G

1
σpiq´1 für i “ 1, . . . , r.

Definition 1.7.3 Eine Gruppe heißt auflösbar, wenn alle Kompositionsfakto-
ren abelsch sind.

Satz 1.7.4 Jede p-Gruppe ist auflösbar.

1.8 Die symmetrischen und alternierenden Gruppen

Definition 1.8.1 Der Träger eines Elements σ P Sn ist tx P t1, . . . , nu |
σpxq ‰ xu.

Bemerkung 1.8.2 Sind σ1, σ2 P Sn Elemente, deren Träger X1, X2 disjunkt
sind, so gilt für σ :“ σ1 ˝ σ2:

σpxq “

$

’

&

’

%

σ1pxq falls x P X1

σ2pxq falls x P X2

x sonst.

Insbesondere ist der Träger von σ genau X1 YX2, und es gilt σ “ σ2 ˝ σ1.

Definition 1.8.3 Ein Element σ P Sn heißt Zykel (der Länge k ě 1), wenn es
paarweise verschiedene x1, . . . , xk P X gibt, so dass gilt:

(a) Der Träger von σ ist in tx1, . . . , xku enthalten;
(b) σ : x1 ÞÑ x2, x2 ÞÑ x3, . . . , xk´1 ÞÑ xk, xk ÞÑ x1.

(Falls k ě 2 ist der Träger von σ genau tx1, . . . , xku.) Wir verwenden die
Notation

”
px1 x2 . . . xkq“ für diesen Zykel σ.

Zykel der Länge 2 nennt man auch Transpositionen.

Satz 1.8.4 Jedes Element σ P Sn lässt sich als Produkt σ1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝σm von Zykeln
σj schreiben, die paarweise disjunkte Träger haben. Verwendet man keine Zykel
der Länge 1, so ist diese Schreibweise eindeutig bis auf Reihenfolge. (Man nennt
dies die Zykelzerlegung von σ.)

Satz 1.8.5 Ist σ “ px1 . . . xkq ein Zykel und τ P Sn beliebig, so ist τστ´1 “

pτpx1q . . . τpxkqq.

Bemerkung 1.8.6 Zwei Elemente σ, σ1 P Sn sind konjugiert genau dann, wenn
sie in der Zykelzerlegung die gleichen Zykellängen haben (also wenn für jedes
k ě 2 gilt: In der Zykelzerlegung von σ kommen genauso viele Zykel der Länge
k vor wie in der Zykelzerlegung von σ1).

Satz 1.8.7 Ist σ P Sn ein Zykel der Länge k, so ist sgnpσq “ p´1qk`1.

Satz 1.8.8 (a) Die alternierende Gruppe An ist einfach genau dann wenn
n ě 5 ist.

(b) Die symmetrische Gruppe Sn ist auflösbar genau dann, wenn n ď 4 ist.
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1.9 Die Sylow-Sätze

Definition 1.9.1 Sei p eine Primzahl und G eine endliche Gruppe. Wir schrei-
ben die Ordnung von G als #G “ m ¨ p` für `,m P N mit p - m.

(a) Eine p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe, die eine p-Gruppe ist
(also der Ordnung pk für ein k ď `).

(b) Eine Sylow-p-Untergruppe von G ist eine Untergruppe der Ordnung
genau p`.

Satz 1.9.2 (Sylow-Sätze) Sei G endlich und sei p eine Primzahl. Wir schrei-
ben #G “ m ¨ p` für `,m P N mit p - m. Dann gilt:

(a) Jede p-Untergruppe von G ist in einer Sylow-p-Untergruppe enthalten.
(b) Ist s die Anzahl der Sylow-p-Untergruppen von G, so gilt s ” 1 mod p

und s | m.
(c) Alle Sylow-p-Untergruppen von G sind konjugiert, d. h. sind H,H 1 Ă G

Sylow-p-Untergruppen, so gibt es ein a P G mit aHa´1 “ H 1.

2 Ringe

Es gibt verschieden allgemeine Definitionen von Ringen. In dieser Vorlesung
werden, wenn nicht anders angegeben, alle Ring kommutativ und mit 1 sein.

2.1 Ringe und Unterringe

Definition 2.1.1 Ein kommutativer Ring mit eins ist eine Tripel pR,`, ¨q
bestehend aus einer Menge R mit zwei Verknüpfungen `, ¨ : R ˆ R Ñ R mit
folgenden Eigenschaften:

(a) pR,`q ist eine abelsche Gruppe;
(b) ¨ ist assoziativ und kommutativ;
(c) es gibt ein bezüglich ¨ neutrales Element (das mit 1 bezeichnet wird);
(d) Distributivität gilt (d. h. für alle a, b, c P R gilt: a ¨ pb` cq “ a ¨ c` b ¨ c).

Bemerkung 2.1.2 Das neutrale Element bezüglich ¨ ist eindeutig.

Notation 2.1.3 (a) Wenn bei einem Ring pR,`, ¨q klar ist, was die Ver-
knüpfungen sein sollen, sagen wir oft einfach nur

”
R ist ein Ring“.

(b) Für a P R und n P N setzen wir:
n ¨ a :“ a` a` ¨ ¨ ¨ ` a

loooooooomoooooooon

n

, p´nq ¨ a :“ ´pn ¨ aq,

a0 “ 1, an :“ a ¨ a ¨ ¨ ¨ a
looomooon

n

Beispiel 2.1.4 Ist R ein Ring, so ist auch RrXs “ t
řn
i“0 aiX

i | n P N, ai P Ru
ein Ring (der Polynomring über R). Die Elemente von RrXs heißen Poly-
nome; Elemente von RrXs der Form aXk (für a P R, k P N) nennt man
Monome.

Beispiel 2.1.5 Ist R ein Ring und sind X1, . . . , Xk verschiedene Variablen, so
setzen wir RrX1, . . . , Xks :“ RrX1srX2s . . . rXks. In diesem Fall ist ein Monom
ein Element der Form a ¨ Xn1

1 ¨ ¨ ¨Xnk

k , mit a P R und n1, . . . , nk P N. Jedes
Element von RrX1, . . . , Xks ist eine endliche Summen von Monomen.
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Definition 2.1.6 Sei R ein Ring. Ein Unterring (genauer: Unterring mit 1)
von R ist eine Teilmenge S Ă R, so dass S ein Ring ist (mit der auf S einge-
schränkten Addition von Multiplikation von R) und 1 P S gilt.

Definition 2.1.7 Seien R und S Ringe. Das (direkte) Produkt von R und S
ist die Menge Rˆ S mit der komponentenweiser Verknüpfung:

pa, bq ` pa1, b1q :“ pa` a1, b` b1q und pa, bq ¨ pa1, b1q :“ pa ¨ a1, b ¨ b1q

für a, a1 P R, b, b1 P S.

2.2 Ideale und Quotienten

Definition 2.2.1 Sei R ein Ring. Ein Ideal von R ist eine additive Untergrup-
pe a Ă R, so dass außerdem für alle r P R und a P a gilt: ra P a.

Bemerkung: Eine nicht-leere Teilmenge a Ă R ist ein Ideal, wenn für alle
a, b P a und alle r P R gilt: a` b P a und ra P a.

Bemerkung 2.2.2 Die einzigen Ideale eines Körpers K sind t0u und K.

Satz 2.2.3 Ist R ein Ring und sind ai Ă R Ideale für i P I, wobei I eine
beliebige, nicht-leere Indexmenge ist, so ist

Ş

iPI ai auch ein Ideal.

Definition 2.2.4 Sei R ein Ring und A Ă R eine beliebige Teilmenge. Das von
A erzeugte Ideal ist

pAq :“
č

aĂR Ideal
mit AĂa

a.

Satz 2.2.5 Ist R ein Ring und A Ă R, so ist

pAq “ t
n
ÿ

i“1

riai | n P N, ri P R, ai P Au.

Satz 2.2.6 Ist R ein Ring und a Ă R ein Ideal, so wird durch pa`aq ¨ pb`aq :“
pabq`a (für a, b P R) eine Verknüpfgung auf der additiven Gruppe R{a definiert;
R{a ist mit dieser Verknüpfung ein Ring.

Definition 2.2.7 Der Ring R{a (
”
R modulo a“) aus dem vorigen Satz wird

Quotientenring (oder manchmal auch Faktorring oder Restklassenring)
genannt. Ist klar, welches Ideal a gemeint ist, so schreiben wir statt a` a oft ā
(für a P R).

Beispiel 2.2.8 Ist K ein Körper und f P KrXs ein Polynom vom Grad n ě
1, so lässt sich jedes Element von KrXs{pfq eindeutig schreiben in der Form
a0 ` a1X ` ¨ ¨ ¨ ` an´1X

n´1 ` pfq, für a0, . . . , an´1 P K.
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2.3 Ringhomomorphismen und der Isomorphiesatz

Definition 2.3.1 Seien R und S Ringe. Ein Ringhomomorphismus (genau-
er: Homomorphismus von Ringen mit 1) ist eine Abbildung f : RÑ S, so dass
für alle a, b P R gilt: fpa ` bq “ fpaq ` fpbq; fpa ¨ bq “ fpaq ¨ fpbq; fp1q “ 1.
HompR,Sq bezeichnet die Menge aller Ringhomomorphismen von R nach S.

Das Bild von f ist im f :“ tfpaq | a P Ru; der Kern von f ist ker f :“ ta P
R | fpaq “ 0u.

Ein Isomorphismus von Ringen ist ein bijektiver Ringhomomorphismus.
Zwei Ringe R und S heißen isomorph (Notation: R – S), wenn es einen

Isomorphismus RÑ S gibt.
Ein Endomorphismus eines Rings R ist ein Homomorphismus von R nach

R. Die Menge der Endomorphismen von R wird mit EndpRq bezeichnet.
Ein Automorphismus eines Rings R ist ein Isomorphismus von R nach

R. Die Menge der Automorphismen von R wird mit AutpRq bezeichnet.

Bemerkung 2.3.2 Ist f : R Ñ S ein Ringhomomorphismus, so gilt fp0q “ 0
und, für a P R, fp´aq “ ´fpaq.

Bemerkung 2.3.3 Die Verknüpfung von zwei Ringomomorphismen ist wieder
ein Ringhomomorphismus. Das Inverse eines Ring-Isomorphismus ist wieder
ein Ring-Isomorphismus.

Beispiel 2.3.4 Ist R ein Ring und a P R, so ist die Abbildung RrXs Ñ R, f ÞÑ
fpaq ein Ringhomomorphismus.

Beispiel 2.3.5 Ist R ein Ring und a Ă R ein Ideal, so ist die Abbildung R Ñ
R{a, a ÞÑ a` a ist ein Ringhomomorphismus.

Beispiel 2.3.6 RrXs{pX2 ` 1q – C.

Beispiel 2.3.7 Ist R ein beliebiger Ring, so gibt es genau einen Ringhomomor-
phismus ZÑ R. Er bildet n ě 1 auf 1` ¨ ¨ ¨ ` 1

looooomooooon

n mal

ab.

Satz 2.3.8 Sind R und S Ringe und ist f : R Ñ S ein Ringhomomorphismus,
so ist im f ein Unterring von S und ker f ein Ideal von R.

Satz 2.3.9 (Isomorphiesatz) Seien R und S Ringe und f : R Ñ S ein Ho-
momorphismus. Dann erhalten wir einen Isomorphismus f̃ : R{ ker f Ñ im f ,
so dass für alle a P R gilt: f̃pāq “ fpaq.

2.4 Integritätsbereiche

Definition 2.4.1 Ein Ring R heißt Integritätsbereich (oder nullteilerfrei)
wenn für alle a, b P Rzt0u gilt: a ¨ b ‰ 0.

Satz 2.4.2 Ist R ein Integritätsbereich und sind a, b P R und c P Rzt0u mit
ac “ bc, so gilt a “ b.

Satz 2.4.3 Sei R ein Integritätsbereich. Dann existiert ein Körper K und ein
injektiver Ringhomomorphismus f : R Ñ K so dass jedes Element von K sich

schreiben lässt als fpaq
fpbq für geeignete a P R, b P Rzt0u.
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Definition 2.4.4 Der Körper K aus Satz 2.4.3 wird Quotientenkörper von
R genannt und mit QuotpRq bezeichnet.

Notation 2.4.5 Jeden Integritätsbereich R fassen wir in Zukunft als Teilmenge
von QuotpRq auf; insbesondere ist, für a, b P R mit b ‰ 0,

”
a
b“ als Element von

QuotpRq wohldefiniert.

Satz 2.4.6 Der Quotientenkörper eines Integritätsbereichs R hat die folgende
universelle Eigenschaft: Ist f 1 : RÑ K 1 ein injektiver Ringhomomorphismus in
einen Körper K 1, so gibt es genau eine Fortsetzung von f 1 zu einem Ringhomo-
morphismus g : QuotpRq Ñ K 1.

Satz 2.4.7 Ist R ein Integritätsbereich, so gilt für Polynome f, g P RrXszt0u:
degpfgq “ deg f ` deg g. Insbesondere ist auch RrXs ein Integritätsbereich.

Definition 2.4.8 Ist K ein Körper, so schreibt man den Quotientenkörper des
Polynomrings mit runden Klammern: KpX1, . . . , Xnq :“ QuotpKrX1, . . . , Xnsq.

2.5 Faktorielle Ringe

Definition 2.5.1 Sei R ein Ring.
(a) Eine Einheit von R ist ein Element a P R, so dass es ein b P R gibt mit

ab “ 1. Die Menge der Einheiten von R wird mit Rˆ bezeichnet.
(b) Für a, b P R sagt man

”
a teilt b“, wenn es ein c P R gibt mit a ¨ c “ b.

Notation dafür: a | b. Man sagt auch a ist ein Teiler von b oder b ist ein
Vielfaches von a.

(c) Ein Element a P R heißt irreduzibel (in R) wenn a keine Einheit ist und
aus b ¨ c “ a (für b, c P R) folgt, dass b oder c eine Einheit ist.

(d) Zwei Elemente a, b P R heißen teilerfremd, wenn aus c | a und c | b folgt,
dass c eine Einheit ist (für c P R).

Satz 2.5.2 Die Menge Rˆ der Einheiten eines Rings R bildet eine Gruppe
bezüglich der Multiplikation.

Bemerkung 2.5.3 Sei R ein Integritätsbereich und seien a, b, c P Rzt0u. Dann
gilt:

(a) a | b ðñ b P paq ðñ pbq Ă paq ðñ b
a P R

(b) a | b^ b | cñ a | c
(c) a | bñ ac | bc
(d) a | b^ a | cñ a | pb` cq
(e) a | 1 ðñ a P Rˆ ðñ paq “ R ðñ a´1 P R
(f) pa | b^ b | aq ðñ a

b P R
ˆ ðñ paq “ pbq

(g) Sind a und b irreduzibel, so ist a
b P R

ˆ oder a und b sind teilerfremd.

Beispiel 2.5.4 Für beliebige Ringe R gilt: pRrXsqˆ “ Rˆ.

Definition 2.5.5 Ein Ring R heißt faktoriell wenn er ein Integritätsbereich
ist und

”
eindeutige Primfaktorzerlegungen“ existieren, d. h. wenn folgendes gilt:

(a) Zu jedem a P Rzt0u gibt es irreduzible Elemente p1, . . . , pk P R und eine
Einheit e P Rˆ mit a “ e ¨ p1 ¨ p2 ¨ ¨ ¨ pk. (Dies nennt man eine Primfak-
torzerlegung von a.)
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(b) Ist a “ e1 ¨ p11 ¨ p
1
2 ¨ ¨ ¨ p

1
k1 eine weitere Primfaktorzerlegung von a, so ist

k1 “ k, und nach Umnummerierung gilt
p1
i

pi
P Rˆ.

Definition 2.5.6 (a) Ein Ideal a in einem Ring R heißt Hauptideal, wenn
es ein a P R gibt mit a “ paq.

(b) Ein Integritätsbereich R heißt Hauptidealring, wenn jedes Ideal ein Haupt-
ideal ist.

Definition 2.5.7 Ein Integritätsbereich R heißt euklidisch, wenn es eine Ab-
bildung σ : Rzt0u Ñ N gibt, so dass folgendes gilt: Sind a, b P Rzt0u, so gibt es
c, r P R mit a “ bc` r und entweder r “ 0 oder σprq ă σpbq.

Beispiel 2.5.8 Z ist euklidisch mit σpaq :“ |a|.

Beispiel 2.5.9 Ist K ein Körper, so ist KrXs euklidisch mit σpfq :“ deg f .

Satz 2.5.10 Ist R euklidisch, so ist R ein Hauptidealring.

Lemma 2.5.11 Sei R ein Hauptidealring und seien a, b, b1 P Rzt0u.
(a) a und b sind teilerfremd genau dann, wenn pa, bq “ R ist.
(b) Ist a teilerfremd zu b und zu b1, so ist a auch teilerfremd zu bb1.

Satz 2.5.12 Hauptidealringe sind faktoriell.

Bemerkung 2.5.13 Ist R ein faktorieller Ring und sind a, b, b1 P Rzt0u so dass
a teilerfremd zu b und auch zu b1 ist, so ist a auch teilerfremd zu bb1.

2.6 p-Bewertungen

In diesem gesamten Abschnitt sei R ein faktorieller Ring und K “ QuotpRq.

Satz 2.6.1 Ist p P R irreduzibel, so lässt sich jedes Element c P Kˆ schreiben
als c “ pn ab für a, b P R, die zu p teilerfremd sind und für ein n P Z. Hierbei ist
n durch p und c eindeutig festgelegt.

Definition 2.6.2 Die Zahl n aus Satz 2.6.1 heißt
”
p-Bewertung von c“ und

wird mit vppcq bezeichnet. Man setzt vpp0q :“ 8.

Satz 2.6.3 Jedes Element c P QuotpRq lässt sich schreiben als

c “ e ¨
k
ź

i“1

p
vpi paq

i ,

wobei die pi P R irreduzibel sind, e P Rˆ, und für i ‰ j ist pi{pj keine Einheit.
Insbesondere ist c P R genau dann, wenn vppcq ě 0 für alle irreduziblen p.

Bemerkung 2.6.4 Sei p P R irreduzibel.
(a) Für a, b P Kzt0u gilt: vppabq “ vppaq ` vppbq.
(b) Für a P R und m P Z gilt: pm | a ðñ vppaq ě m.
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2.7 Polynomringe

Sei weiterhin R ein faktorieller Ring und K “ QuotpRq.

Lemma 2.7.1 Ist p P R irreduzuibel, so ist R{ppq ein Integritätsbereich.

Definition 2.7.2 Sei p P R irreduzibel und sei f “
řn
i“0 aiX

i P KrXs. Dann
setzen wir v˚p pfq :“ mini vppaiq.

Satz 2.7.3 Für f, g P KrXs gilt: v˚p pfgq “ v˚p pfq ` v
˚
p pgq.

Satz 2.7.4 Ist f P RrXszR irreduzibel in RrXs, so ist f auch irreduzibel in
KrXs. Genauer gilt: ist f “ g ¨h für g, h P KrXs, so gibt es ein c P Kˆ, so dass
c´1 ¨ g und c ¨ h in RrXs liegen.

Satz 2.7.5 (Satz von Gauß) Ist R faktoriell, so auch RrXs.

Korollar 2.7.6 (a) Ist K ein Körper, so ist KrX1, . . . , Xns faktoriell.
(b) ZrX1, . . . , Xns ist faktoriell.

Satz 2.7.7 (Eisensteinsches Irreduzibilitätskriterium) Ist f “
ř

aiX
i P

RrXs ein Polynom vom Grad n ě 1, und gibt es ein irreduzibles Element p P R
mit p | ai für i ă n, p2 - a0 und p - an, so ist f irreduzibel in KrXs.

Beispiel 2.7.8 Ist p prim, so ist fpXq :“ Xp´1`Xp´2`¨ ¨ ¨`X`1 irreduzibel
in QrXs.

2.8 Maximale Ideale

Definition 2.8.1 Sei R ein Ring. Ein Ideal a Ĺ R heißt maximal, wenn es
kein Ideal b Ĺ R gibt mit a Ĺ b.

Satz 2.8.2 Sei R ein Hauptidealring und a P R. Das Hauptideal paq ist maximal
genau dann, wenn a irreduzibel ist.

Satz 2.8.3 Ein Ideal a in einem Ring R ist maximal genau dann, wenn R{a
ein Körper ist.

Satz 2.8.4 Sei R ein Ring und a Ĺ R ein beliebiges Ideal. Dann existiert ein
maximales Ideal a0 Ą a.

2.9 Der chinesische Restsatz für Ringe

Satz 2.9.1 (Chinesischer Restsatz, Ringversion) Ist R ein Ring und sind
a1, . . . , an Ideale, so dass für alle i ‰ j das von ai Y aj erzeugte Ideal bereits
ganz R ist, so ist der Ringhomomorphismus

RÑ pR{a1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆR{anq, a ÞÑ pa` a1, . . . , a` anq

surjektiv, und der Kern ist a1 X a2 X ¨ ¨ ¨ X an.
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3 Körper

3.1 Körpererweiterungen

Definition 3.1.1 Sei R ein Ring. Der Kern des Ringhomomorphismus ZÑ R
(aus Beispiel 2.3.7) hat die Form nZ, für ein n P N. Dieses n nennt man die
Charakteristik von R, und man schreibt charR dafür.

Satz 3.1.2 Ist K ein Körper, so ist charK entweder 0 oder eine Primzahl.

Definition 3.1.3 Sei L ein Körper. Ein Unterkörper ist eine Teilmenge K Ă

L, so dass K auch wieder ein Körper ist. Man nennt L dann einen Oberkörper
von K, und man schreibt auch

”
L{K ist eine Körpererweiterung“ um zu

sagen, dass L ein Körper ist und K ein Unterkörper von L.

Bemerkung 3.1.4 Ist L{K eine Körpererweiterung, so ist L ein K-Vektorraum.

Definition 3.1.5 Der Grad einer Körpererweiterung L{K ist rL : Ks :“
dimK L, d. h. die Dimension von L als K-Vektorraum aufgefasst. (rL : Ks kann
auch 8 sein.) Eine endliche Körpererweiterung ist eine Körpererweiterung
von endlichem Grad.

Satz 3.1.6 Sind K Ă L Ă M Körper, so gilt rM : Ks “ rM : Ls ¨ rL : Ks.
Insbesondere ist rM : Ks endlich genau dann, wenn sowohl rM : Ls als auch
rL : Ks endlich sind.

Satz 3.1.7 Ist K ein beliebiger Körper, und sind Ki Ă K Unterkörper für
i P I, so ist der Schnitt

Ş

iPI Ki auch ein Unterkörper von K. Insbesondere
enthält jeder Körper K einen kleinsten Unterkörper.

Definition 3.1.8 Den kleinsten Unterkörper eines Körpers K nennt man den
Primkörper von K.

Satz 3.1.9 Der Primkörper eines Körpers K ist isomorph zu Q falls charK “ 0
ist und isomorph zu Fp falls charK “ p ist für eine Primzahl p.

3.2 Adjunktion von Elementen

Definition 3.2.1 Sind K Ă L Körper und sind ai P L für i P I, so schreibt
man KppaiqiPIq für den kleinsten Unterkörper von L, der K und alle ai enthält.
Man nennt dies den von den ai erzeugten Körper (über K). Man sagt auch,
KppaiqiPIq ist der Körper, den man aus K durch Adjunktion der Elemente ai
erhält.

Satz 3.2.2 Sei L{K eine Körpererweiterung und sei a P L. Wenn es überhaupt
ein Polynom f P KrXszt0u gibt mit fpaq “ 0, dann gibt es genau ein normiertes
Polynom f0 P KrXszt0u minimalen Grades, für das f0paq “ 0 gilt. Dieses f0 ist
auch das einzige normierte irreduzible Polynom mit f0paq “ 0, und für beliebige
Polynome f P KrXs gilt: fpaq “ 0 ðñ f0 | f .

Definition 3.2.3 Sei L{K eine Körpererweiterung und sei a P L.
(a) a heißt algebraisch über K, wenn es ein Polynom f P KrXszt0u gibt mit

fpaq “ 0. Sonst nennt man a transzendent über K.
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(b) Ist a algebraisch über K, so nennt man das Polynom f0 aus Satz 3.2.2
das Minimalpolynom von a (über K). Notation dafür: MiPoa{K . Den Grad
deg MiPoa{K nennt man auch den Grad von a über K.

Man nennt eine komplexe Zahl algebraisch bzw. transzendent, wenn sie algebra-
isch über Q ist bzw. transzendent über Q.

Beispiel 3.2.4 Ist n P N keine Quadratzahl, so hat
?
n das Minimalpolynom

MiPo?n{Q “ X2 ´ n. Insbesondere ist
?
n R Q.

Satz 3.2.5 Ist L{K eine Körpererweiterung und ist a P L, so gilt:
(a) Ist a algebraisch über K, so ist rKpaq : Ks gleich dem Grad von a über

K, und es gibt (genau) einen Isomorphismus KrXs{pMiPoa{Kq Ñ Kpaq,
der auf K die Identität ist und X̄ auf a abbildet.

(b) Ist a transzendent über K, so ist rKpaq : Ks “ 8, und es gibt (genau)
einen Isomorphismus QuotKrXs Ñ Kpaq, der auf K die Identität ist und
X auf a abbildet.

Definition 3.2.6 Sei n P N, n ě 1. Eine n-te Einheitswurzel ist eine kom-
plexe Zahl z, so dass zn “ 1 ist. Eine primitive n-te Einheitswurzel ist eine
n-te Einheitswurzel, die keine k-te Einheitswurzel für k ă n ist.

Bemerkung 3.2.7 ζn :“ e2πi{n ist eine primitive n-te Einheitswurzel.

Beispiel 3.2.8 Sei p prim und sei ζp :“ e2πi{n. Dann ist rQpζpq : Qs “ p´ 1.

Satz 3.2.9 Sind M{L{K Körpererweiterungen und ist a P M , so ist rLpaq :
Ls ď rKpaq : Ks.

Bemerkung: In der Situation aus Satz 3.2.9 muss rLpaq : Ls kein Teiler von
rKpaq : Ks sein.

Satz 3.2.10 Sei L die Menge der komplexen Zahlen, die sich als Ausdruck
schreiben lassen, in dem nur rationale Zahlen, plus, minus, mal, durch und
Quadratwurzeln vorkommen. Formaler: Sei L der kleinste Körper, der Q enthält
und für den gilt: @a P C : a2 P Lñ a P L. Ein a P C liegt genau dann in L, wenn
es a1, . . . , an “ a P C gibt, so dass a2i P Qpa1, . . . , ai´1q gilt für i “ 1, . . . , n.
Insbesondere gilt, für alle a P L: rQpaq : Qs ist eine Zweierpotenz.

Beispiel 3.2.11 3
?

2 R L.

3.3 Anwendung: Konstruktion mit Zirkel und Lineal

Definition 3.3.1 Sei E Ă C.
(a) Eine Gerade G “ ta`rb | r P Ru (für a P C, b P Cˆ) ist aus E 1-Schritt-

konstruierbar, wenn sie mindestens zwei verschiedene Elemente von E
enthält.

(b) Ein Kreis K “ tz P C | |z ´ m| “ ru (für m P C, r P Rą0) ist aus
E 1-Schritt-konstruierbar, wenn sein Mittelpunkt m in E liegt und es
z1, z2 P E gibt mit |z1 ´ z2| “ r.

(c) Ein Punkt z P C ist aus E 1-Schritt-konstruierbar, wenn z P F1 X

F2 ist, wobei F1 und F2 zwei verschiedene Geraden, zwei verschiedene
Kreise oder eine Gerade und ein Kreis sind, die beide aus E 1-Schritt-
konstruierbar sind.

17



(d) Ein Punkt z P C heißt aus E konstruierbar, wenn es z1, . . . , zn “ z P C
gibt, so dass zi aus E Y tz1, . . . , zi´1u 1-Schritt-konstruierbar ist, für i “
1, . . . , n.

Satz 3.3.2 Die Menge der aus t0, 1u konstruierbaren Punkte ist genau der
Körper L aus Satz 3.2.10.

Korollar 3.3.3
”

Würfelverdopplung ist nicht mit Zirkel und Lineal möglich“:
Aus t0, 1u lassen sich keine Punkte a, b P C konstruieren, deren Abstand die
Kantenlänge eines Würfels mit Volumen 2 ist.

Korollar 3.3.4 Ist p ě 3 prim und p´ 1 keine Zweierpotenz, so lässt sich das
regelmäße p-Eck nicht mit Zirkel und Lineal konstruieren.

Korollar 3.3.5 Ist p ě 3 prim, so lässt sich das regelmäße p2-Eck nicht mit
Zirkel und Lineal konstruieren.

Korollar 3.3.6 Das regelmäßige n-Eck lässt sich genau dann konstruieren,
wenn n “ 2` ¨ p1 ¨ ¨ ¨ pk ist für ` P N und paarweise verschiedene Primzahlen
pi ě 3, für die pi ´ 1 eine Zweierpotenz ist.

(Der Beweis der Konstruierbarkeit des p-Ecks, falls p´ 1 eine Zweierpotenz
ist, kommt später.)

Korollar 3.3.7 Es gibt keine Konstruktion mit Zirkel und Lineal, mit der be-
liebige Winkel gedrittelt werden können.

3.4 Algebraische Körpererweiterungen

Definition 3.4.1 Eine Körpererweiterung L{K heißt algebraisch, wenn alle
a P L algebraisch über K sind.

Satz 3.4.2 Ist L{K eine beliebige Körpererweiterung, so ist die Menge ta P L |
a ist algebraisch über Ku ein Unterkörper von L.

Satz 3.4.3 Ist L{K algebraisch und M{L algebraisch, so ist auch M{K alge-
braisch.

Satz 3.4.4 Für einen Körper K sind äquivalent:
(a) Jedes Polynom in KrXs zerfällt in Linearfaktoren.
(b) Jedes irreduzible Polynom in KrXs hat Grad 1.
(c) Die einzige algebraische Körpererweiterung von K ist K selbst.
(d) Jedes Polynom in KrXs hat (mindestens) eine Nullstelle in K.

Definition 3.4.5 Ein Körper K, der die Bedingungen aus Satz 3.4.4 erfüllt,
heißt algebraisch abgeschlossen.

Bemerkung 3.4.6 Sind K und L Körper und ist f : K Ñ L ein Ringhomo-
morphismus, so ist f automatisch injektiv.

Definition 3.4.7 Einen Ringhomomorphismus f : K Ñ L zwischen Körpern
K und L nennt man auch Körperhomomorphismus; entsprechend sagt man
auch Körperisomorphismus und Körperautomorphismus. Wegen der vo-
rigen Bemerkung nennt man einen Körperhomomorphismus f : K Ñ L auch oft
eine

”
Einbettung von K in L“.
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Satz 3.4.8 Ist K ein Körper, L Ą K eine algebraische Erweiterung von K und
M Ą K algebraisch abgeschlossen, so gibt es eine Einbettung L Ñ M , die die
Identität auf K ist.

Bemerkung: Bessere Formulierung von Satz 3.4.8: Sind K,L,M Körper und
φ1 : K Ñ L und φ2 : K Ñ M Einbettungen, so dass L{φ1pKq algebraisch ist
und M algebraisch abgeschlossen, so gibt es eine Einbettung ψ : L Ñ M mit
φ2 “ ψ ˝ φ1.

Satz 3.4.9 Zu jedem Körper K gibt es eine algebraische Erweiterung L Ą K,
die algebraisch abgeschlossen ist. Diese algebraische Erweiterung ist eindeutig
bis auf Isomorphismus über K.

Definition 3.4.10 Den Körper L aus Satz 3.4.9 nennt man den algebrai-
schen Abschluss von K; Notation für den algebraischen Abschluss: Kalg.

Bemerkung 3.4.11 Ist K ein Körper und ist φ P EndpKalgq ein Endomor-
phismus, der auf K die Identität ist, so ist φ schon ein Autormophismus von
Kalg.

Bemerkung 3.4.12 Ist L{K eine algebraische Körpererweiterung, so können
(und werden) wir L nach Satz 3.4.8 als Unterkörper von Kalg auffassen.

Definition 3.4.13 Sei L{K eine Körpererweiterung. Ein
”
Autormorphis-

mus von L über K“ ist ein Automorphismus von L, der die Identität auf
K ist. Man schreibt AutpL{Kq für die Menge der Automorphismen von L über
K. Sei L1 Ą K ein weiterer Oberkörper. Eine

”
Einbettung von L in L1 über

K“ ist eine Einbettung von L in L1, die auf K die Identität ist.

Bemerkung 3.4.14 Ist K Ă L Ă M , so ist AutpM{Lq eine Untergruppe von
AutpM{Kq.

Satz 3.4.15 Sei K ein Körper und seien a1, a2 P K
alg. Dann liegen a1 und

a2 genau dann in der gleichen Bahn unter der Operation von AutpKalg{Kq auf
Kalg, wenn sie das selbe Minimalpolynom über K haben.

3.5 Normale Körpererweiterungen

Definition 3.5.1 Sei K ein Körper. Der Zerfällungskörper (über K) eines
Polynoms f P KrXszt0u ist der kleinste Unterkörper L Ă Kalg, der K enthält
und so dass f in LrXs in Linearfaktoren zerfällt.

Satz 3.5.2 Ist f P KrXs und sind a1, . . . , an P K
alg die Nullstellen von f , so

ist L :“ Kpa1, . . . , anq der Zerfällungskörper von f . Es gilt rL : Ks ď n!.

Satz 3.5.3 Die folgenden Bedingungen an eine endliche Körpererweiterung L{K
sind äquivalent:

(a) L ist Zerfällungskörper eines Polynoms f P KrXszt0u.
(b) Für alle a P L zerfällt MiPoa{K in LrXs in Linearfaktoren.

(c) Jeder Automorphismus σ P AutpKalg{Kq bildet L auf sich selbst ab. (Ins-
besondere ist σ|L P AutpL{Kq.)
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Definition 3.5.4 Wenn die Bedingungen aus Satz 3.5.3 gelten, nennt man die
Körpererweiterung L{K normal. Man sagt auch:

”
L ist normal über K“. (Ist

L{K unendlich, so sind nur noch (b) und (c) äquivalent, und man verwendet
dies als Definition von normal.)

Bemerkung 3.5.5 Sind K Ă L ĂM Körper und ist M{K normal, so ist auch
M{L normal.

3.6 Separable Körpererweiterungen

Satz 3.6.1 Ist K ein Körper der Charakteristik 0 und f P KrXs irreduzibel, so
hat f in Kalg keine mehrfachen Nullstellen (d. h. alle Linearfaktoren von f in
KalgrXs sind verschieden).

Definition 3.6.2 Sei L{K eine algebraische Körpererweiterung.
(a) Ein Element a P L heißt separabel über K wenn sein Minimalpolynom

MiPoa{K keine mehrfachen Nullstellen in Kalg hat.
(b) Die Körpererweiterung L{K heißt separabel, wenn alle Elemente von L

separabel über K sind.

Bemerkung 3.6.3 Nach Satz 3.6.1 ist eine algebraische Körpererweiterung
L{K immer separabel, wenn charK “ 0 ist.

Bemerkung 3.6.4 Sind K Ă L Ă M Körper und ist M{K separabel, so sind
auch L{K und M{L separabel.

Satz 3.6.5 Sei L{K eine endliche separable Körpererweiterung. Dann gibt es
genau rL : Ks viele Einbettungen von L nach Kalg, die auf K die Identität sind.

3.7 Galois-Theorie

Definition 3.7.1 Eine Körpererweiterung L{K heißt galoissch, wenn sie nor-
mal und separabel ist. (Man sagt auch:

”
L{K ist eine Galois-Erweiterung.“)

Ist L{K galoissch, so nennt man AutpL{Kq auch die Galois-Gruppe von L{K
(und oft schreibt man GalpL{Kq dafür).

Satz 3.7.2 Ist L{K eine endliche galoissche Körpererweiterung, so ist # AutpL{Kq “
rL : Ks.

Definition 3.7.3 Ein Zwischenkörper einer Körpererweiterung L{K ist ein
Körper F mit K Ă F Ă L.

Satz 3.7.4 Ist L{K eine Körpererweiterung und H Ă AutpL{Kq eine Unter-
gruppe, so ist die Menge F :“ ta P L | @σ P H : σpaq “ au ein Zwischenkörper
von L{K.

Definition 3.7.5 Den Körper F aus Satz 3.7.4 nennt man den Fixkörper von
H; Notation dafür: FixpHq.

Satz 3.7.6 (Hauptsatz der Galois-Theorie) Sei L{K eine endliche galois-
sche Körpererweiterung mit Galoisgruppe G “ AutpL{Kq. Dann hat man eine
Bijektion zwischen der Menge der Untergruppen von G und der Menge der Zwi-
schenkörper von L{K, die gegeben ist durch H ÞÑ FixpHq. Die Umkehrabbildung
ist F ÞÑ AutpL{F q.
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Definition 3.7.7 Die Bijektion aus Satz 3.7.6 heißt Galois-Korrespondenz.

Satz 3.7.8 Sei L{K eine endliche Galoiserweiterung mit Galois-Gruppe G “

AutpL{Kq, seien H,H 1 Ă G Untergruppen und seien F “ FixpHq, F 1 “
FixpH 1q. Dann gilt:

(a) Die Galois-Korrespondenz ist
”

inklusionsumkehrend“, d. h. H Ă H 1 ðñ
F Ą F 1.

(b) rL : F s “ #H und rF : Ks “ rG : Hs
(c) Die Körpererweiterung F {K ist normal genau dann, wenn H ein Nor-

malteiler von G ist. Ist dies der Fall, so hat man eine surjektive Ein-
schränkungsabbildung AutpL{Kq Ñ AutpF {Kq, deren Kern H ist. Insbe-
sondere ist dann also AutpF {Kq – G{H.

Beispiel 3.7.9 Sei p prim, ζp :“ e2πi{p und L :“ Qpζpq. Dann ist rL : Qs
galoissch, und wir haben einen Isomorphismus Fˆp Ñ AutpL{Qq, der gegeben ist

durch k ÞÑ pζp ÞÑ ζkp q.

Beispiel 3.7.10 Sei p prim, sei K ein Körper mit ζp P K, sei b P K so, dass
fpXq :“ Xp ´ b keine Nullstelle in K hat, und sei L der Zerfällungskörper von
f . Dann ist AutpL{Kq isomorph zu Z{pZ.

Satz 3.7.11 Sei K ein Körper, seien L,K 1 Ă Kalg Körpererweiterungen von
K und sei L1 Ă Kalg der kleinste Körper, der L und K 1 enthält. Wir nehmen
an, dass L{K endlich und galoissch ist. Dann ist auch L1{K 1 endlich und ga-
loissch und wir haben einen injektiven Gruppenhomomorphismus AutpL1{K 1q Ñ
AutpL{Kq, σ ÞÑ σ|L. Insbesondere ist rL1 : K 1s ein Teiler von rL : Ks.

Beispiel 3.7.12 Sei K Ă Qalg ein Körper und sei p prim. Dann ist Kpζpq{K
galoissch, und die Galois-Gruppe AutpKpζpq{Kq ist isomorph zu einer Unter-
gruppe von Fˆp .

3.8 Anwendung: Radikalerweiterungen

Satz 3.8.1 Ist p eine Primzahl, so dass p´ 1 eine Zweierpotenz ist, so ist das
regelmäßige p-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar.

Definition 3.8.2 Ein Element a P Qalg heißt durch Radikale auflösbar,
wenn es a1, . . . , a` P C und r1, . . . , r` ě 1 gibt, so dass für Ki :“ Qpa1, . . . , aiq
gilt: arii P Ki´1 und a P K`.

Satz 3.8.3 Sei f P QrXs und sei L Ą Q der Zerfällungskörper von f . Dann
sind die Nullstellen von f durch Radikale auflösbar genau dann, wenn die Grup-
pe AutpL{Qq auflösbar ist.

Satz 3.8.4 Ist f P QrXs ein Polynom vom Grad höchstens 4, so sind die Null-
stellen von f durch Radikale auflösbar.

Satz 3.8.5 Ist f P QrXs ein irreduzibles Polynom fünften Grades mit genau
drei reellen Nullstellen und ist L der Zerfällungskörper von f , so ist AutpL{Qq –
S5. Insbesondere sind die Nullstellen von f nicht durch Radikale auflösbar.
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von Eisenstein, 15
isomorph, 4, 12
Isomorphiesatz, 5, 12

für Gruppen, 5
für Ringe, 12

Isomorphismus
von Gruppen, 4
von Körpern, 18
von Ringen, 12

Körperautomorphismus, 18
Körpereinbettung, 18
Körpererweiterung, 16

normale, 20
Körperhomomorphismus, 18
Körperisomorphismus, 18
Kern, 4, 12
kommutativ, 2
kommutativer Ring, 10
kommutieren, 8
Kompositionsfaktor, 8
Kompositionsreihe, 8
kongruent, 6
Konjugation, 8
Konjugationsklassen, 8
Konjugationsoperation, 8
konjugiert, 8
konstruierbar, 18

Linksnebenklasse, 4

maximales Ideal, 15
modulo, 5, 6, 11
Monom, 10
multiplikative Notation, 2

Nebenklassen, 4
neutrales Element, 2

normale Körpererweiterung, 20
Normalteiler, 3
nullteilerfrei, 12

Oberkörper, 16
Operation, 7
operieren, 7
Ordnung, 5

Permutation, 2
Polynom, 10
Polynomring, 10
Primfaktorzerlegung, 13
primitive n-te Einheitswurzel, 17
Primkörper, 16
Produkt

direktes
von Gruppen, 3
von Ringen, 11

Quotientengruppe, 5
Quotientenkörper, 13
Quotientenring, 11

Radikal
durch Radikale auflösbar, 21

Rechtsnebenklasse, 4
Restklassenring, 11
Ring, 10
Ringautomorphismus, 12
Ringendomorphismus, 12
Ringhomomorphismus, 12
Ringisomorphismus, 12

Satz
Chinesischer Restsatz

für Gruppen, 5
für Ringe, 15
mit Kongruenzen, 6

Eisensteinsches Irreduzibilitätskriterium,
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