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Aufgabe 1 (8 Punkte).

1. Sei f : [a, b] → R stetig und differenzierbar in ]a, b[. Seien x1, . . . , xn ∈ ]a, b[ genau die Punkte,
an denen die erste Ableitung von f verschwindet. Zeigen Sie, dass

max
x∈[a,b]

f(x) = max{f(a), f(b), f(x1), . . . , f(xn)}.

Bemerkung : Analog folgt, dass minx∈[a,b] f(x) = min{f(a), f(b), f(x1), . . . , f(xn)}.

2. Es seien I = [−4, 0] und f : I → R gegeben durch f(x) =
(
x+2
x−2

)2
.

(a) Bestimmen Sie möglichst große Intervalle, auf denen f isoton bzw. antiton ist.

(b) Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f . Geben Sie jeweils an, ob es sich um ein
lokales Minimum oder Maximum handelt.

(c) Bestimmen Sie, ob die Werte max
x∈I

f(x) und min
x∈I

f(x) existieren und geben Sie diese

gegebenenfalls an.

Aufgabe 2 (2 Punkte). Zeigen Sie mit Hilfe von 12.13, dass
√
1 + x ≤ 1 + x

2 für alle x ≥ 0 gilt.

Aufgabe 3 (6 Punkte).

1. Es seien I ⊆ R ein echtes Intervall und f : I → R eine konvexe, stetige und streng isotone
Funktion. Zeigen Sie, dass die Umkehrabbildung f−1 konkav ist.

2. Es seien a ∈ R und f : [0, a] → R konvex mit f(0) = 0. Dann ist die Funktion x 7→ f(x)/x
auf ]0, a] isoton.

3. Sei f : [0,∞[→ R konvex und nach oben beschränkt. Zeigen Sie, dass f antiton ist.

4. Seien n ∈ N und x1, . . . , xn ∈ R≥0. Zeigen Sie mit Hilfe von 13.9, dass

n
√
x1 · · ·xn ≤ x1 + . . .+ xn

n
.

(Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass ln : R>0 → R konkav ist)



Aufgabe 4 (4 Punkte, zum präzisen Aufschrieb). Sei f : [a, b] → R eine Riemann-integrierbare
Funktion mit f(x) ≥ 0 für alle x ∈ [a, b]. Aus Definition 15.9 folgt, dass zu jedem n ∈ N Treppen-
funktionen un, vn ∈ E mit 0 ≤ un ≤ f ≤ vn existieren so, dass∫ b

a
(vn(x)− un(x)) dx <

1

n
.

Wir definieren nun die Treppenfunktionen pn, qn : [a, b] → R durch

pn(x) =

√
un(x) +

1

n
−
√

1

n
, qn(x) =

√
vn(x) +

1

n
.

Zeigen Sie:

1. Für alle n ∈ N gilt pn ≤
√
f ≤ qn. (Hinweis: Für alle c, d ≥ 0 ist

√
c+ d ≤

√
c+

√
d.)

2. Für jedes n ∈ N gilt ∫ b

a
(qn(x)− pn(x)) dx <

b− a+ 1√
n

.

3.
√
f ist Riemann-integrierbar.


