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Ubungen zu Analysis II

45. (10 Punkte) (Bei der folgenden Aufgabe ist es unzweckméBig, die Losungen der
Diffenzialgleichung explizit zu bestimmen).
Sei L der reelle Vektorraum aller Losungen ¢ : R — R der Differenzialgleichung

y/// + 9y// + 10y/ + y — O

(a) Entscheiden Sie fiir jede der folgenden Teilmengen U; von L, ob U; ein Unter-
vektorraum ist, und bestimmen Sie in diesem Fall die Dimension von U;:

Up:={p€L|p(l)=0}.
Uy :={p € L|p(0)=1}.
Us:={p € L|¢'(~1) =0}.
(b) Zeigen Sie: Fiir alle ¢ € L ist xli)rglo o(x) = 0.
46. (10 Punkte) Finden Sie die Losung ¢ der Differenzialgleichung
y'—y=xe
mit der Anfangsbedingung ¢(0) = 1,¢'(0) = —1

47. (10 Punkte) Fiihren Sie den Beweis der als Satz 2 von §11 formulierten Variante des
Fixpunktsatzes von Banach im Detail aus, d.h. zeigen Sie: Sei X ein vollstdndiger
metrischer Raum, g € X, R > 0und B: ={x € X | d(xo,z) < R}.SeiG: B —» X
eine Abbildung. Es gebe ein C' < 1, so dass

(1) d(G(x),G(y)) < Cd(x,y) Vx,y € B.
(2) d(G(x),z9) < R(1—C).

Dann gibt es genau ein € B mit G(z) = .

bitte wenden!



48. (10 Punkte) Wir definieren f : R? — R durch f(z,y) := 3? und betrachten die
Differenzialgleichung v’ = f(x,y). Wir definieren induktiv Funktionen ¢, : R — R
fiir n > 0 durch ¢o(z) =1V € R und

onlz) =1+ / F(t, s (B)dt fiirn > 1.
0

(a) Berechnen Sie explizit die Funktionen @1, ¢s, 3.
(b) Zeigen Sie: Fiir jedes n ist ¢,, ein Polynom mit

on(r) =142+ ...+ 2" 4+ Terme hoherer Ordnung.

(c) Zeigen Sie: Ist z > 1, so divergiert die Folge (¢, ())n.
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