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Aufgabe 1 (2 Punkte). Sei (R, δ) ein metrischer Raum.

1. Sei α ∈ R mit α > 0 und sei δ0 : R×R → R definiert durch δ0(x, y) = α · δ(x, y). Zeigen Sie,
dass δ0 eine Metrik auf R ist.

2. Sei δ1 : R×R → R gegeben durch

δ1(x, y) =
δ(x, y)

1 + δ(x, y)
.

Zeigen Sie, dass δ1 eine Metrik auf R ist.

Aufgabe 2 (3 Punkte).

1. Es sei f : R → R eine injektive Abbildung und sei δ : R × R → R definiert durch δ(x, y) =
|f(x)− f(y)|. Zeigen Sie, dass δ eine Metrik auf R ist.

2. Sei R eine Menge, (Y, δ) ein metrischer Raum und sei f : R → Y bijektiv. Zeigen Sie, dass
δ′ : R×R → R, δ′(x, y) = δ(f(x), f(y)) eine Metrik auf R ist.

Aufgabe 3 (3 Punkte). Sei (R, δ) ein metrischer Raum.

1. Zeigen Sie: Sind x, y ∈ R mit x ̸= y, so existiert ein ε > 0 so, dass Uε
x ∩ Uε

y = ∅.

2. Sei x ∈ R. Zeigen Sie, dass {x} genau dann abgeschlossen ist, wenn für alle y ̸= x eine
Umgebung U ⊆ R von y existiert so, dass x ̸∈ U .

Aufgabe 4 (8 Punkte). Sei (R, δ) ein metrischer Raum und seien A,B ⊆ R. Zeigen Sie:

1. (A ∩B)̊ = Å ∩ B̊ 2. (A ∪B)̊ ⊇ Å ∪ B̊ 3. A offen ⇐⇒ A ∩ ∂A = ∅ 4. A ∩B ⊆ A ∩B

5. A ∪B = A ∪B 6. A ⊆ B ⇒
•
A ⊆

•
B 7. ∂A ist abgeschlossen 8.

•
•
A ⊆

•
A.

Aufgabe 5 (4 Punkte, zum präzisen Aufschrieb). Sei δ : R × R → R, δ(x, y) = |x − y| und sei
δ′ : R×R→ R definiert durch δ′(x, y) = | arctan(x)− arctan(y)|. Zeigen Sie:

1. δ′ definiert eine Metrik auf R.

2. Die metrischen Räume (R, δ) und (R, δ′) besitzen die gleichen offenen Mengen.
(Hinweis:: Der direkte Verweis auf 11.13 ist nicht erlaubt.)

3. Der metrische Raum (R, δ′) ist nicht vollständig. (Hinweis: Betrachten Sie die Folge (n)).


