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Aufgabe 1 (3 Punkte). Sei (X, δ) ein metrischer Raum und seiRmit der Standardmetrik δ′(x, y) =
|x− y| versehen. Ferner seien f, g : X → R stetige Abbildungen. Zeigen Sie:

1. Die Menge {a ∈ X; f(a) = g(a)} ist abgeschlossen in X.

2. Die Menge {a ∈ X; f(a) ≤ g(a)} ist abgeschlossen in X.

3. Die Menge {a ∈ X; f(a) < g(a)} ist offen in X.

Aufgabe 2 (5 Punkte). Sei (X, δ) ein metrischer Raum und sei ∅ ≠ A ⊆ X. Für x ∈ X sei

δ(x,A) := inf{δ(x, a); a ∈ A}

der Abstand zwischen x und A. Zeigen Sie:

1. δ(x,A) = 0 genau dann, wenn x ∈ A.

2. Sind x, y ∈ X, so ist |δ(x,A)− δ(y,A)| ≤ δ(x, y).

3. Die Abbildung f : X → R, x 7→ δ(x,A), ist stetig.

4. Ist A abgeschlossen und B ⊆ X kompakt mit A ∩B = ∅, so ist

inf{δ(b, A); b ∈ B} > 0.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Für jedes n ∈ N≥2 seien (R1, δ1), . . . , (Rn, δn) metrische Räume, R =
R1 × . . .×Rn und δ : R×R → R gegeben durch

δ((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) = max{δ1(x1, y1), . . . , δn(xn, yn)},

Dann definiert δ für jedes n ∈ N≥2 eine Metrik auf R. Zeigen Sie:

1. Für alle n ∈ N≥2 und alle kompakten Mengen Ai ⊆ Ri (i = 1, . . . , n) ist A1 × . . . × An

kompakt in R.

2. Sei n ∈ N≥2. Dann ist pri : R → Ri, (x1, . . . , xn) 7→ xi, für jedes i ∈ {1, . . . , n} stetig.

3. Sei n ∈ N≥2. Ist U ⊆ R offen in R, so ist pri(U) für jedes i ∈ {1, . . . , n} offen in Ri.



Aufgabe 4 (4 Punkte).

1. (a) Sei ∥ · ∥ eine Norm auf Rn. Wir betrachten den metrischen Raum (Rn, δ) mit δ(x, y) =
∥x− y∥. Zeigen Sie, dass die Menge Sn−1 = {x ∈ Rn; ∥x∥ = 1} kompakt ist.

(b) Gegeben sei der metrische Raum (Rn, δ), wobei δ(x, y) = ∥x − y∥∞. Ferner seien
a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R mit ai < bi für alle 1 ≤ i ≤ n. Zeigen Sie, dass die Menge
Q = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn; ai ≤ xi ≤ bi} kompakt ist.

2. Sei (R, δ) ein metrischer Raum und sei f : R → R schwach kontrahierend, d.h. für alle
x, y ∈ R mit x ̸= y gilt δ(f(x), f(y)) < δ(x, y). Zeigen Sie: Ist R kompakt, so besitzt f einen
eindeutig bestimmten Fixpunkt.

Aufgabe 5 (4 Punkte, zum präzisen Aufschrieb). Es sei R mit der Standardmetrik δ(x, y) = |x−y|
und R2 mit der Metrik δ′(x, y) = ∥x − y∥∞ ausgestattet. Sei nun I ⊆ R ein kompaktes Intervall
und sei f : I → R. Zeigen Sie, dass f genau dann stetig ist, wenn der Graph von f

Gf = {(x, f(x)); x ∈ I}

kompakt in R2 ist.


