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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei (X, ) ein metrischer Raum, wobei § : X x X — R gegeben ist durch

0, fallsz=y
Sz, y) =1’
() { 1, sonst.

1. Zeigen Sie, dass eine Folge (x,) genau dann konvergiert, wenn sie ab einem bestimmten
Folgenglied konstant wird.

2. Zeigen Sie, dass jede Teilmenge von X offen und abgeschlossen in X ist.
3. Zeigen Sie, dass jede Abbildung f: X — R stetig ist.
4. Zeigen Sie, dass eine Teilmenge von X genau dann kompakt ist, wenn sie endlich ist.

Aufgabe 2 (3 Punkte). Sei n € N>o. Wir betrachten die metrischen Raume (R, d) und (R",d’),
wobei 0(z,y) = |z —y| und &' (z,y) = ||x — y||2. Zeigen Sie:

1. Fiir alle ¢ € R ist die Menge R \ {c¢} nicht zusammenhéngend, und fiir alle p € R"™ ist die
Menge R™ \ {p} zusammenhéngend.

2. Es gibt keine stetige bijektive Abbildung f : R™ — R.
Aufgabe 3 (8 Punkte). Sei (R,0) ein metrischer Raum. Zeigen Sie:

1. Sei U C R offen in R und M C R. Dann ist U N M offen in M.

2. Ist A C R zusammenhingend, so ist auch A zusammenhéngend.

3. Ist (A;);er eine Familie zusammenhéngender Teilmengen von R mit N;erA; # 0, so ist User A;
zusammenhéngend.

4. Die Zusammenhangskomponente von = € R ist die Vereinigung aller zusammenhangenden
Mengen, die x enthalten.

5. Jede Zusammenhangskomponente von R ist zusammenhangend und abgeschlossen.
6. Jede zusammenhidngende Menge ist in einer Zusammenhangskomponente enthalten.

7. Je zwei Zusammenhangskomponenten sind entweder gleich oder disjunkt.



Aufgabe 4 (1 Punkt). Eine Teilmenge M C R™ heifit sternformig, falls ein a € M existiert so,
dass ax C M fir alle x € M gilt. Sei M C R" sternférmig und sei f : R™ — R™ stetig. Zeigen Sie,
dass das Bild von M unter f wegzusammenhangend ist.

Aufgabe 5 (4 Punkte, zum prézisen Aufschrieb). Sei K = [0, 1]. Wir betrachten den metrischen
Raum (R, ), wobei R = C°([0,1]) die Menge der auf [0, 1] definierten stetigen Funktionen ist und
d: R x R — R die von der Supremumsnorm auf [0, 1] induzierte Metrik (d.h. §(f,9) = ||f — 9/|x)-
Fiir n € N sei f,, € C°([0,1]) definiert durch

fn(x) = sin(2mzx - 27).
Ferner sei M = {f,; n € IN}. Zeigen Sie:
1. M ist beschrankt.
2. Fiir alle m,n € N mit m # n gilt || f, — fmllx > 1.

3. M ist abgeschlossen. (Hinweis: Hier diirfen Sie ohne Beweis verwenden, dass R bzgl. der
Supremumsnorm vollstandig ist.)

4. M ist nicht kompakt.



