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Übungen zu Analysis III

41. (10 Punkte) Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit von RN .

(a) Sei U die Menge aller Abbildungen ϕ : U → V , wobei gilt: U und V
sind offen in RN und ϕ : U → V ist ein Diffeomorphismus mit

ϕ(M ∩ U) = (Rn × {0}) ∩ V.

Zeigen Sie: In U gibt es eine Folge (ϕi : Ui → Vi)i∈N mit M ⊆
∞⋃
i=1

Ui.

(Dies geht ähnlich wie §10, Satz 4, ist aber leichter.)

(b) Zeigen Sie: Ist n < N , so ist λN(M) = 0.

42. (3+3+6 Punkte) Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Rm

und N eine h-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Rn.

(a) Zeigen Sie direkt mit der Definition einer Untermannigfaltigkeit, dass
M×N eine (k+h)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Rm×Rn =
Rn+m ist.

(b) Zeigen Sie, wie man aus einer Karte von M und einer Karte von N
eine Karte von M ×N gewinnen kann.

(c) Zeigen Sie: Die Untermannigfaltigkeit S1×S1 von R4 ist homöomorph
zum Torus.

(bitte wenden!)
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43. (9 Punkte) Vervollständigen Sie den Beweis von §11, Satz 5, d.h. zeigen Sie
detailliert für eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit M von RN :

(a) M ist genau dann zusammenhängend, wenn M wegzusammenhängend
ist.

(b) Die Zusammenhangskomponenten von M sind offen in M .

(c) Die Zusammenhangskomponenten von M sind n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeiten von RN .

44. (9 Punkte) Sei Y :=
{

(x, sin 1
x
) ∈ R2 |x ∈ R>0

}
und X := Y ∪ {(0, 0)} .

Zeigen Sie:

(a) Y ist wegzusammenhängend.

(b) X ist zusammenhängend.

(c) X ist nicht wegzusammenhängend.
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