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Aufgabe 12. (2+2+2+2+2+2 Punkte)

(a) Beweisen Sie Teil 1 von Lemma 1.4.15: Wenn (X ,d) ein metrischer Raum ist,
dann gilt B(X ) =σAlg

({
A ⊆ X

∣∣ A ist abgeschlossen
})

.

(b) Beweisen Sie Teil 2 von Lemma 1.4.15: Wenn (X ,d) ein σ-kompakter metrischer Raum ist,
dann gilt B(X ) =σAlg

({
A ⊆ X

∣∣ A ist kompakt
})

.

(c) Beweisen Sie Teil 3 von Lemma 1.4.15:
Für n ∈N gilt B(Rn) =σAlg(F n) =σAlg

({
A ⊆Rn | A ist ein n-dimensionaler Quader

})
.

(d) Beweisen Sie Fakt 1.7.2: Wenn (X ,A ) ein messbarer Raum und Y eine Teilmenge von X ist,
dann ist A |Y eine σ-Algebra auf Y .

(e) Beweisen Sie für n ∈N≥1: B(R)⊗·· ·⊗B(R) =B(Rn).

(f) Beweisen Sie für n ∈N≥1: L (R)⊗·· ·⊗L (R) ⊆L (Rn).

Aufgabe 13. (7 Punkte)

(X ,ρ) sei ein metrischer Raum, H 0 sei das äußere Maß auf X aus Aufgabe 10. Beweisen Sie: H 0 ist ein
Maß, nämlich das Zählmaß auf X .

Aufgabe 14. (10 Punkte)

Es sei n ∈N. AufRn versehen mit der Standardmetrik betrachten wir das äußere Maß H n aus Aufgabe
10 und den davon (gemäß Satz 1.3.9) induzierten Maßraum (Rn ,AH n , Ȟ n). Beweisen Sie: Es gibt ein
cn ∈R>0, sodass AH n =L (Rn) und Ȟ n = cnλn .

Aufgabe 15. (2+2+1+2+1+3 Punkte)

Wir betrachten

C :=
{ ∞∑

i=1

ai

3i

∣∣∣∣∣∀i ∈N≥1 : ai ∈ {0,2}

}
⊆R .

Beweisen Sie:

(a)

C = [0,1] \
∞⋃

i=1

3i−1−1⋃
k=0

]
3k +1

3i
,

3k +2

3i

[
.

(b) Das Innere von C in R ist leer.

(c) C ist eine kompakte Teilmenge von [0,1].

(d) C ist überabzählbar.

(e) C ∈B(R).

(f) λ1(C ) = 0.
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