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Da in der Vorlesung noch nicht diskutiert wurde, in welcher Beziehung das Lebesgue-Integral zu
dem Integral steht, das Sie aus Analysis I und Il kennen, diirfen auf diesem Blatt zur Berechnung
von Lebesgue-Integralen nur Regeln verwendet werden, die bisher in unserer Vorlesung vorkamen!

Aufgabe 20. (8 Punkte)

Zeigen Sie (z.B. mit der Holder-Ungleichung) folgende Verallgemeinerung der Holder-Ungleichung:
(X, <, 1) sei ein Mafsraum, es seien k € N>, undr, py, ..., px € [1,00] mith:1 % = % Dann gilt fiir alle
of -messbaren Funktionen fi,..., fir: X = R:

1o fill e < WAl -l e

Aufgabe 21. (3 + 3 Punkte)
(a) Beweisen Sie, dass fiir alle p € [1,00] und alle Folgen (a;) ;en, (b;)ien in R gilt:
1/p 1/p 1/p
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(b) Geben Sie fiir jedes p €10, 1[ Folgen (a;)en, (i) ien in R an, sodass falsch ist.

Aufgabe 22. (10 Punkte)
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. . . x\k _ . .
Beweisen Sie, dass der Grenzwert lim (1 + —) e *dA; (x) existiert und berechnen Sie ihn.
[0,1]

Aufgabe 23. (3 +3+4+ 6 Punkte)

(a) X seieine Menge. Es sei x € X. Beweisen Sie, dass die durch

1 fallsxe A
0 sonst

04 (A) :={

definierte Abbildung 6 : P (X) — R ein Mal ist.

(b) I sei eine Menge, (X,<f) sei ein messbarer Raum, (r;);¢; sei eine Familie in [0,00], (i) sei
eine Familie von MaRBen auf /. Beweisen Sie, dass }_;¢; r;i; ein Mal$ auf «f ist.

(c) Zeigen Sie, dass die durch f(¢) := t — 1 gegebene Funktion f: [0,1] — R Lebesgue-integrierbar
ist (d.h. integrierbar beziiglich der hier relevanten Einschrankung von A;) und berechnen Sie
f[m] (t—1)dA ().

(d) Zeigen Sie fiir das Mal§ pu := 311 + 56, | 2®) dass die durch f(t) := 3r2-7 gegebene Funktion
f:1-1,2] = R p-integrierbar ist und berechnen Sie f_, ,, (3¢ =7)du(o).

(Hinweis. Vermutlich kennen Sie die Formel Z?:1 %= %n(n +1)(2n+ 1) aus fritheren Vorlesun-
gen. Sie diirfen sie ohne Beweis verwenden.)



