
Heinrich-Heine-Universität Düsseldorf
Mathematisches Institut
Analysis III, Wintersemester 2015/16

Dr. Marc Nardmann
Dipl.-Math. Benedict Meinke

M. Sc. Christoph Bärligea

Übungsblatt 6
Abgabe der Lösungen: 8. 12. 2015

Da in der Vorlesung noch nicht diskutiert wurde, in welcher Beziehung das Lebesgue-Integral zu
dem Integral steht, das Sie aus Analysis I und II kennen, dürfen auf diesem Blatt zur Berechnung

von Lebesgue-Integralen nur Regeln verwendet werden, die bisher in unserer Vorlesung vorkamen!

Aufgabe 20. (8 Punkte)

Zeigen Sie (z.B. mit der Hölder-Ungleichung) folgende Verallgemeinerung der Hölder-Ungleichung:
(X ,A ,µ) sei ein Maßraum, es seien k ∈N≥1 und r, p1, . . . , pk ∈ [1,∞] mit

∑k
i=1

1
pi

= 1
r . Dann gilt für alle

A -messbaren Funktionen f1, . . . , fk : X →R:∥∥ f1 · · · fk
∥∥

Lr ≤
∥∥ f1

∥∥
Lp1 · · ·

∥∥ fk
∥∥

Lpk .

Aufgabe 21. (3+3 Punkte)

(a) Beweisen Sie, dass für alle p ∈ [1,∞] und alle Folgen (ai )i∈N, (bi )i∈N in R gilt:(∑
i∈N

|ai +bi |p
)1/p

≤
(∑

i∈N
|ai |p

)1/p

+
(∑

i∈N
|bi |p

)1/p

. (1)

(b) Geben Sie für jedes p ∈ ]0,1[ Folgen (ai )i∈N, (bi )i∈N in R an, sodass (1) falsch ist.

Aufgabe 22. (10 Punkte)

Beweisen Sie, dass der Grenzwert lim
k→∞

∫
[0,1]

(
1+ x

k

)k
e−x dλ1(x) existiert und berechnen Sie ihn.

Aufgabe 23. (3+3+4+6 Punkte)

(a) X sei eine Menge. Es sei x ∈ X . Beweisen Sie, dass die durch

δx (A) :=
{

1 falls x ∈ A

0 sonst

definierte Abbildung δx : P(X ) →R≥0 ein Maß ist.

(b) I sei eine Menge, (X ,A ) sei ein messbarer Raum, (ri )i∈I sei eine Familie in [0,∞], (µi )i∈I sei
eine Familie von Maßen auf A . Beweisen Sie, dass

∑
i∈I riµi ein Maß auf A ist.

(c) Zeigen Sie, dass die durch f (t ) := t −1 gegebene Funktion f : [0,1] →R Lebesgue-integrierbar
ist (d.h. integrierbar bezüglich der hier relevanten Einschränkung von λ1) und berechnen Sie∫

[0,1](t −1)dλ1(t ).

(d) Zeigen Sie für das Maß µ := 3λ1 +5δ1
∣∣
L (R), dass die durch f (t ) := 3t 2 −7 gegebene Funktion

f : [−1,2] →R µ-integrierbar ist und berechnen Sie
∫

[−1,2]

(
3t 2 −7

)
dµ(t ).

(Hinweis. Vermutlich kennen Sie die Formel
∑n

i=1 i 2 = 1
6 n(n+1)(2n+1) aus früheren Vorlesun-

gen. Sie dürfen sie ohne Beweis verwenden.)
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