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Aufgabe 24. (10 Punkte)

Wir betrachten die Punkte p1 := (1,1), p2 := (1,π+1), p3 := (π+1,1) in R2. Skizzieren Sie die Menge

A :=
{

3∑
i=1

ai pi

∣∣∣∣∣ a1, a2, a3 ∈R≥0,
3∑

i=1
ai = 1

}
.

Berechnen Sie ∫
A

(
(x −1)(y −1)−3cos(x + y −2)

)
dλ2(x, y) .

Aufgabe 25. (10 Punkte)

Skizzieren Sie die Menge

X :=
{

(x, y) ∈R2
∣∣∣ x2 + y2 ≤ 1 ∧ (

x ≤ 0 ∨ |y | ≤ x
)}

und berechnen Sie λ2(X ).

Aufgabe 26. (4 Punkte)

X sei eine Menge. Es sei x ∈ X . Das Maß δx aus Aufgabe 23(a) heißt das Diracmaß auf X zum Punkt
x. Berechnen Sie für jede Funktion f : X →R das Integral

∫
X f dδx .

Aufgabe 27. (6 Punkte)

(X ,A ,µ) sei ein Maßraum, ρ : X → [0,∞] sei A -messbar. Beweisen Sie: Die durch

µρ(A) :=
∫

A
ρdµ

definierte Abbildungµρ : A → [0,∞] ist ein Maß auf A . Für jede A -messbare Funktion τ : X → [0,∞]
gilt (µρ)τ =µρτ.

Aufgabe 28. (2+4+4 Punkte)

(X ,A ,µ) sei ein Maßraum, (Y ,B) sei ein messbarer Raum, ϕ : (X ,A ) → (Y ,B) sei eine messbare
Abbildung. Beweisen Sie:

(a) Die durch (ϕ∗µ)(B) :=µ(ϕ−1(B)) definierte Abbildung ϕ∗µ : B → [0,∞] ist ein Maß auf B.

(b) f : Y → [0,∞] sei B-messbar. Dann ist f ◦ϕ : X → [0,∞] A -messbar mit∫
Y

f d(ϕ∗µ) =
∫

X
f ◦ϕdµ . (1)

(c) f : Y →R sei ϕ∗µ-integrierbar. Dann ist f ◦ϕ : X →R µ-integrierbar und es gilt (1).
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