
Übungsblatt 1
Analysis III, WiSe 2018/2019

Prof. Dr. Jürgen Saal, Dr. Matthias Köhne
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Aufgabe 1: (σ-Algebren, 2 + 2 Punkte)B
Seien Ω = { 1, 2, 3, 4 } und E = { { 1, 2 }, { 1, 3 }, { 1, 4 } } ⊆ P(Ω).

a) Bestimmen Sie σ(E).

b) Geben Sie zwei σ-Algebren A, B ⊆ P(Ω) an, für die A ∪ B keine σ-Algebra ist.

Aufgabe 2: (σ-Algebren, 4 + 4 Punkte)B
Seien Ω eine Menge, A = {A ⊆ Ω : A oder Ac ist abzählbar } ⊆ P(Ω) und E = { {ω } : ω ∈ Ω }. Zeigen Sie:

a) A ist eine σ-Algebra.

b) A = σ(E).

Aufgabe 3: (Borel-σ-Algebra auf Rn, 6 Punkte)B
Sei M4 := { (x, y] : x, y ∈ Qn, xj < yj für j = 1, . . . , n }. Zeigen Sie, dass σ(M4) = Bn.

Hinweis: Sie können verwenden, dass Bn = σ(M3); vgl. Lemma 2.12.
Bemerkung 2.2 (a) und Lemma 2.8 (5) können ebenfalls hilfreich sein.

Aufgabe 4: (Dynkin-Systeme)
Seien Ω eine Menge und E ⊆ P(Ω). Zeigen Sie:

a) δ(E) ist ein Dynkin-System mit δ(E) ⊆ σ(E).

b) E ist genau dann ein Dynkin-System, wenn E = δ(E).
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Aufgabe 1: (Dynkin-Systeme)
Seien Ω = { 1, 2, 3, 4 } und E = { { 1, 2 }, { 1, 3 }, { 1, 4 } } ⊆ P(Ω).

a) Bestimmen Sie δ(E).

b) Geben Sie ein Dynkin-System D ⊆ P(Ω) an, das keine Algebra bzw. σ-Algebra ist.

Aufgabe 2: (Algebren und σ-Algebren)
Seien Ω eine Menge und A = {A ⊆ Ω : A oder Ac ist endlich } ⊆ P(Ω). Zeigen Sie:

a) A ist eine Algebra.

b) A ist genau dann eine σ-Algebra, wenn Ω endlich ist.

Aufgabe 3: (Borel-σ-Algebra auf Rn)
Sei M5 := { (−∞, x] : x ∈ Qn }. Zeigen Sie, dass σ(M5) = Bn.

Hinweis: Sie können verwenden, dass Bn = σ(M4); vgl. Lemma 2.12.
Bemerkung 2.2 (a) und Lemma 2.8 (5) können ebenfalls hilfreich sein.


