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Aufgabe 1: (Mafiriume, 4 + 2 Punkte)
Seien (€2, A, u) ein Mafiraum und B € A.

a) Zeigen Sie, dass Ap :={ANDB : A€ A} eine o-Algebra iiber B ist.
b) Zeigen Sie, dass durch pp : Agp — [0, oo] mit up(C) = pu(C) fiir C € Ap ein Ma8 auf (B, Ap) gegeben ist.
Aufgabe 2: (Mafirdume, 3 + 3 Punkte)

Seien (2 eine unendliche Menge, A ={ A C Q : A oder A€ ist endlich } C P(Q2) die Algebra der (co-) endlichen
Mengen und p : A — [0, oo] gegeben als p(A) = 0 fiir endliches A € A und p(A) =1 sonst.

a) Zeigen Sie, dass p eine (endlich) additive Mengenfunktion auf A4 mit u(&) = 0 ist.
b) Zeigen Sie, dass p sich nicht zu einem Maf} auf o(A) fortsetzen lisst, wenn Q abzihlbar ist.

HINwEIS: Nach Présenzaufgabe 1.2 ist A eine Algebra mit A C o(A).

Aufgabe 3: (Mafe, 4 + 2 Punkte)
Sei (€2, A) ein Messraum.

a) Zeigen Sie, dass durch jede endliche, endlich additive und von oben stetige Mengenfunktion p : A — [0, o]
ein Maf} auf (2, A) gegeben ist.

b) Beweisen oder widerlegen Sie: In a) kann auf die Forderung der Endlichkeit von p verzichtet werden.
Aufgabe 4: (Borel-o-Algebren)

Fiir einen metrischen Raum (X, d) sei B(X, d) die zugehorige Borel-o-Algebra.

a) Seien X eine Menge und d, d’ zwei dquivalente Metriken auf X. Zeigen Sie, dass B(X, d) = B(X, d').
b) Geben Sie eine Metrik d auf R an, so dass B(R, d) # B;.

HINWEIS: Sie kénnen fiir Teil b) verwenden, dass By € P(R).
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Aufgabe 1: (ZihlmaBe)
Seien Q eine Menge, M C Q und das Zahlma$ ppr : P(Q) — [0, oo] gegeben als par(A) = |AN M| fiir jede
Menge A C Q, fiir die AN M endlich ist, und pp(A) = 0o sonst.

a) Zeigen Sie, dass durch pas ein Mafl auf (2, P(£2)) gegeben ist. Ist (2, P(Q), puar) vollsténdig?
b) Zeigen Sie, dass pps genau dann o-endlich ist, wenn M abzihlbar ist.

Aufgabe 2: (ZihlmaBe)

Sei (2, A) ein Messraum.

a) Zeigen Sie, dass fiir (ag)gen C [0, o] und eine Folge von MaBen (p)ken auf (€2, A) durch g = >"p7; agpun
ein Maf} auf (€2, A) gegeben ist.

b) Stellen Sie fiir den Fall (€2, A) = (N, P(N)) einen Zusammenhang zwischen dem Zghlmaf py und der Folge

von Dirac-Maflen (dx)ken her.

Aufgabe 3: (Mafiriume)
Seien (2 eine iiberabzihlbare Menge, A = { A C Q : A oder A€ ist abzihlbar } C P(Q) die o-Algebra der (co-)
abzihlbaren Mengen und p : A — [0, oo] gegeben als p(A) = 0 fiir abzéhlbares A € A und p(A) = oo sonst.

a) Zeigen Sie, dass durch p ein Maf auf (9, A) gegeben ist.
b) Zeigen Sie, dass (Q, A, u) ein vollstindiger Mafiraum ist.

HinwErs: Nach Ubungsaufgabe 1.2 ist A tatsiichlich eine o-Algebra iiber Q.

Aufgabe 4: (Mafiriume)
Sei (92, A, p) ein MaBraum. Zeigen Sie, dass p o-subadditiv auf A ist.

HinwEIs: Dies ist die Aussage (6) von Lemma 3.4.
Die Aussagen (1)—(5) von Lemma 3.4 kénnen zum Beweis verwendet werden.



