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Aufgabe 1: (Mafle, 4 Punkte)
Seien (€2, A) ein Messraum und (uy)ren eine Folge von MaBlen auf (Q, A) mit pug(A) < pry1(A) fiir alle k € N
und alle A € A. Zeigen Sie, dass durch

w: A— [0, oo, w(A) = lim pg(A), A€ A,
ein Maf auf (2, A) gegeben ist.

Aufgabe 2: (Vervollstéindigung von Mafiriumen, 3 + 3 Punkte)
Seien (2, A, p) ein Mafiraum und (2, A,,, [i) seine minimale Vervollstdndigung geméf Satz 3.8. Weiterhin seien

B:{BQQ . JE,FeA:ECBCF, u(F\E):O}

sowie v : B — [0, oo] gegeben durch v(B) =sup{u(A) : Ae A, AC B} fiir B e B.
a) Zeigen Sie, dass A, = B.

b) Zeigen Sie, dass i = v.

Aufgabe 3: (Semi-Ringe, 4 4+ 4 Punkte)

Seien © und €@ Mengen und S C P(Q2), &' C P(¥) Semi-Ringe. Seien weiterhin p : & — [0, co] und
u 8" — [0, oo] endlich additiv mit pu(2) = p' (@) = 0.

a) Zeigen Sie, dass Sx S’ ={Ax A : Ae S, A €8} CP(QxQ) ein Semi-Ring ist.

b) Zeigen Sie, dass durch (u x p')(A x A’) = p(A) - p/(A’) fiir A € S und A’ € &' eine endlich additive
Mengenfunktion g x g’ : & x & — [0, oo] gegeben ist mit (u x p')(@) = 0.

HINWEISE: Sie konnen fiir Teil b) die Prisenzaufgabe 1 verwenden.
Fiir die Definition von p x p/ sei 000 := 0 und a - 0o := oo fiir 0 < a < 0.

Aufgabe 4: (Semi-Ringe)
Seien  eine Menge, S C P(f2) ein Semi-Ring und p : & — [0, o0] endlich additiv mit x(@) = 0. Zeigen Sie:

a) Zu A, Ay, ..., A, € S existieren paarweise disjunkte Mengen C1, ..., Cp, € S so, dass
A\ A= o
k=1 k=1

b) Sind Ay, ..., A, € S paarweise disjunkt und ist A € S mit (J;_, Ax € 4, soist Y ,_; u(Ax) < u(A).
¢) Sind Ay, ..., A, € Sundist A € S mit A C |J;_, Ak, soist p(A) <30, pu(Ag).
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Aufgabe 1: (Semi-Ringe)

Seien {2 eine Menge, S C P(12) ein Semi-Ring und A4, ..., A, € S. Zeigen Sie, dass paarweise disjunkte Mengen
By, ..., By, € S existieren, so dass jede der Mengen A, die Vereinigung gewisser B; ist.

HINWEIS: Sie kénnen Ubungsaufgabe 4 a) verwenden.

Aufgabe 2: (Semi-Ringe iiber R™)
Betrachten Sie die Mengensysteme

In ::{(a:,y) cx,y €RY, x; <y, fiirj:l,...,n}, I, ::{(a:,y] cx,y €R™, x; <y fi‘lrj:l,...,n}
und zeigen Sie:
a) Es gilt o(I,) = o(Jyn).
b) I, ist ein Semi-Ring mit o(I,,) = B,.
HINWEISE: Fiir Teil a) vgl. den Beweis von o(M3) = o(My) in Ubungsaufgabe 1.3.
Fiir Teil b) beachte Ubungsaufgabe 3 a) und, dass My C I, und J,, € O mit 0(0) = o(My) = B,.

Aufgabe 3: (Semi-Ringe und Mafe)
Seien ) eine Menge, M C Q und S :={d}U{{w} : w € Q}. Weiterhin sei ;x : S — [0, oo] gegeben durch
w(@) =0 sowie p({w}) =1, falls w € M, und p({w}) = 0, sonst.

a) Zeigen Sie, dass S ein Semi-Ring ist.

b) Zeigen Sie, dass p endlich additiv ist.

)
)

c) Konstruieren Sie ein Mafl v auf dem Messraum (€2, 0(S)) mit v|s = p.

d) Geben Sie eine Bedingung an  an, die sicherstellt, dass das Mafl v aus Teil ¢) eindeutig ist.
)

e) Zeigen Sie, dass fiir iiberabzihlbares Q und endliches M mindestens zwei verschiedene Mafie v und v/ auf
dem Messraum (€2, 0(S)) existieren mit v|s = v'|s = p.

HinwEISE: Nach Ubungsaufgabe 1.2 ist 0(S) = { A C Q : A oder A€ ist abzihlbar }.
Fiir Teil c) iiberlegen Sie zunéchst, was v(A) fiir abzihlbares A C €2 sein muss.
Fiir Teil e) iiberlegen Sie, wie v/(A) # v(A) fiir iiberabzihlbares A € o(S) definiert werden kann.



