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Aufgabe 1: (Treppenfunktionen, 3 Punkte)
Seien (€, A, u) ein Mafiraum, f, g € T und « > 0. Zeigen Sie, dass af, f+ g, min{ f, g} € T+. Geben Sie
jeweils eine Normaldarstellung an.

Aufgabe 2: (Approximation durch Treppenfunktionen, 3+ 3 Punkte)
Seien Q@ C R und f: Q — [0, 0] eine numerische Funktion. Wie in Satz 6.7 seien

{{;;<f<j;1}, j=0,...,m2"—1, 2

n.
g o

Uy 1= S XA n € N.

{fzn}v j:n2na =0 2n

Skizzieren Sie jeweils u; und uso fiir
a) Q=[0, 7] und f(z) =sin(z) fir 0 < z < 7

b) @=(0,1] und f(z)=2-1fir0<z <1.

Aufgabe 3: (Algebraische Induktion, 6 Punkte)

Betrachten Sie den Mafiraum (92, A, p) mit @ = N, A = P(N) und dem Z&hlmaf p, das gegeben ist durch
wu(A) = |A|, falls A C N endlich ist, und pu(A) = oo fiir alle unendlichen Mengen A C N. Sei (a,)nen € R
und f : N — R gegeben als f(n) := a, fir n € N. Zeigen Sie, dass f genau dann p-integrierbar ist, wenn
Yoo 1 lan| < 0o, und, dass in diesem Fall gilt:

/fdu:ni_o:lan.

Aufgabe 4: (Integration von Reihen, 4 Punkte)
Seien (2, A, ) ein Mafiraum und (fy)ren € M™. Zeigen Sie, dass Y, fr € M mit

/kadu=2/fkdu-

keN keN

HiNnwEIS: Denken Sie an den Satz von der monotonen Konvergenz.

Aufgabe 5: (Lemma von Sard)
Sei f: R — R stetig differenzierbar und £ := {x € R : f'(x) =0}. Dann ist A{(f(F)) = 0. Zeigen Sie dazu:

a) Jede der Mengen

Ei::{me(—n,n):|f’(a:)|<%}, neN, >0,

ldsst sich darstellen als abzidhlbare Vereinigung von paarweise disjunkten, offenen Intervallen I3 > Wobel

> Mg < 2n.

keN

b) Fiir jedes Intervall J; , existiert ein By, , € 7; der Linge A1 (B, ;) = ﬁx\l(l]fl’k) mit f(J; ;) C By, .

n2n

¢) f(F) C R ist eine A\;-Nullmenge.

HINWEISE: Fiir Teil a) kénnen Sie verwenden, dass jede offene Teilmenge von R als abzéihlbare Vereinigung von
paarweise disjunkten, offenen Intervallen dargestellt werden kann.

Fiir Teil b) denken Sie an den Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Wie iiblich bezeichnet Z;
den Semi-Ring der halboffenen Intervalle in R.
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Aufgabe 1: (Treppenfunktionen)
Seien (Q, A, u) ein Mafraum und f, g € T. Zeigen Sie, dass f - g, max{ f, g} € TT. Geben Sie jeweils eine
Normaldarstellung an.

Aufgabe 2: (Approximation durch Treppenfunktionen)
Fiir  C R und eine numerische Funktion f: 2 — [0, o] seien Af, ..., ARy C Q und u,, fiir n € N definiert
wie in Satz 6.7; vgl. Ubungsaufgabe 2. Skizzieren Sie u; und uy fir @ = [0, §) und f(z) = tan(z) fir 0 < 2 < 3.

Aufgabe 3: (Algebraische Induktion)

Seien (£, A) ein Messraum und (j1x)ken eine Folge von Mafen auf (2, A). Dann ist p = Y, .y px ein MaB
auf (2, A). Zeigen Sie: Eine A-messbare numerische Funktion f : 2 — R ist genau dann p-integrierbar, wenn
> wen J [fldpe < 0o und in diesem Fall gilt:

[ran=3 [ rau.

keN

HINWEISE: Es ist p = limy_, o vy fiir die Mafle vy, := Z?Zl w; fir k € N.
Dabher ist p tatséichlich ein Maf8 auf (€2, A) nach Ubungsaufgabe 3.1.
Dies muss hier nicht gezeigt werden.

Sie konnen verwenden, dass fiir eine in beiden Indizes monoton wachsende Doppelfolge
(am,n)m,nEN - [0, OO] stets gﬂt:

lim lim an, = lim lim an, .
m—00 N—ro0 n—o0 m—oo

Vgl. auch die Argumentation bei Ubungsaufgabe 3.1.



