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Aufgabe 1: (Integration positiver Funktionen, 4 Punkte)

Seien (€2, A, ) ein MaBraum und f :  — R eine p-integrierbare numerische Funktion mit f > 0 u-f.ii. in Q.
Zeigen Sie: Fiir alle A € A mit pu(A) > 0ist [, fdu > 0.

Aufgabe 2: (Integration von Fortsetzungen, 4 Punkte)
Seien (€2, A, ) ein MaBiraum, & # A € A, sowie A’ := Al4 die Spur-o-Algebra und 14 := |4 das Spur-Ma8B.
Die Abbildung f : A — R sei A’-Bj-messbar. Zeigen Sie: Die triviale Fortsetzung

f(@), zeA,
F:Q—R, F(z) = x €,
0, x€Q\ A,

ist A-B;-messbar. F ist genau dann p-integrierbar, wenn f i 4-integrierbar ist, und in diesem Fall gilt:

Q/qu - A/fduA.

HiNnweEIls: Verwenden Sie das Prinzip der algebraischen Induktion.
Aufgabe 3: (Transformationssatz fiir MaBle, 4 Punkte)

Seien (2, A, 1) ein Mafraum, (€', A’) ein Messraum und h : @ — Q' messbar. Zeigen Sie: Eine messbare
numerische Funktion f : Q' — R ist genau dann p/-integrierbar, wenn f o h p-integrierbar ist, und in diesem

Fall gilt:
/fduh = /fohd,u.
Q Q

HinweEIS: Verwenden Sie das Prinzip der algebraischen Induktion.

Aufgabe 4: (Konvergenz/Divergenz von Integralen, 2 + 2 4 2 Punkte)
Geben Sie jeweils ein Beispiel einer Folge von Aj-integrierbaren Funktionen f; : R — R an, so dass fi — 0 fiir
k — oo f. 1. auf R und

a) [ frd\ — 1 fiir k — oc;
R

b) [ frdA — oo fiir k — oo;
R

¢) liminfy oo [ frdA\1 = =1 und limsup,_, o [ frd\; = 1.
R R

Aufgabe 5: (Quasi-Integrierbarkeit)
Zeigen Sie, dass die Funktion

f:(0,00) — R, f(z) = , x>0,
nicht quasi-integrierbar ist.

HINWEIS: Sie kénnen verwenden, dass f nicht integrierbar ist, d. h. dass f* oder f~ nicht integrierbar ist.
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Aufgabe 1: (Integration auf Teilmengen) B
Seien (9, A, ) ein Mafiraum, @ # A € A, sowie f : ) — R messbar. Sei 4 das Spur-Maf auf (A, A|4) und
sei fig : A — [0, o] gegeben als fia(B) := u(AN B) fir B € A. Zeigen Sie:

a) fia ist ein Maf auf (92, A).

b) Ist f p-integrierbar, dann sind f|a4 pa-integrierbar und f [i4-integrierbar und es gilt:

[ fladna = [rann = [ s
A Q A

HINWEISE: Fiir eine messbare numerische Funktion f : @ — Rund A € Aist x4 f messbar; ist f u-integrierbar,
dann ist auch x4 f p-integrierbar und [, fdu := [, xafdp (vgl. Definition 7.5).

Verwenden Sie das Prinzip der algebraischen Induktion.

Aufgabe 2: (Additivitdt des Integrals bzgl. Teilmengen) )
Seien (2, A, u) ein Mafiraum, @ # A, B € A disjunkt, sowie f : @ — R messbar mit f(z) = 0 fir p-f a.
x € Q\ (AU B). Zeigen Sie: f ist genau dann p-integrierbar, wenn x4 f und xpf p-integrierbar sind, und in

diesem Fall gilt:
[tan=[ran+ [ ran
Q A B

HiNnwEIlS: Verwenden Sie eine geeignete Darstellung fiir f und die bekannten Eigenschaften des Integrals.

Aufgabe 3: (o-Additivitidt des Integrals bzgl. Teilmengen)
Seien (2, A, p) ein Mafiraum und (Ag)ren € A paarweise disjunkt mit | J, oy Ar = 2. Zeigen Sie: Eine messbare
numerische Funktion f :  — R ist genau dann p-integrierbar, wenn », .\ [ a, [f1dp < oo, und in diesem Fall

gilt:
Q/fdu = Z/fdu~

KEN,

HINWEISE: Satz 7.9 und die Korollare 7.11 und 7.12 sollen nicht verwendet werden.

Betrachten Sie fiir k € N das Maf$ iy, : A — [0, oo] mit pr(A) := u(AN Ay) fiir A € A (vgl. Pri-
senzaufgabe 1) und zeigen Sie, dass u = ), .\ px (vgl. Présenzaufgabe 6.3).

Aufgabe 4: (Integrierbare Funktionen)
Zeigen Sie, dass die Funktion

f:(ovoo)—>R7 f(x):77 .’13>0,
integrierbar ist.

HINWEISE: Geben Sie eine Majorante g fiir |f| an, so dass Sie fiir g und A = ((k — 1)m, kn] fir £ € N das
Resultat aus Prisenzaufgabe 3 verwenden koénnen.

Dieses Resultat zeigt zusammen mit Ubungsaufgabe 3, dass die Funktion f aus Ubungsaufgabe 5
A-integrierbar ist fiir die messbare Funktion = — h(z) := 2% : (0, 00) — (0, 00).



