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Aufgabe 1: (Das Prinzip von Cavalieri, 3 + 3 Punkte)
Seien h, p, g, r > 0. Bestimmen Sie jeweils nach dem Prinzip von Cavalieri das Volumen des Pyramidenstumpfs
S C P? bzw. des Viertelparaboloids P C P3, wobei P := (0, o),
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S:={(z,y,2)TePP :a+y<(1—%)p+4%q, 2<h}und P:={(z,y,2) €P?: 2?2 +y> < (1 - £)r?}.

HINWEISE: Fiir «, 3, v > 0 ist die Menge D = { (z, y)" € P? : ax + By < v} ein rechtwinkliges Dreieck mit
Kathetenldngen X und und Flicheninhalt Ao(D) = %2—;

Fiir p > 0 ist die Menge V = { (z, y) € P? : 2% + y? < p? } ein Viertelkreis mit Radius p und
Flécheninhalt Ao (V) = Jmp?.

Aufgabe 2: (Faltungen, 6 Punkte)
Sei f: R — R integrierbar. Seien m € N und g € C™(R) mit kompaktem Tréger. Sei u : R — R gegeben als

)= [ f(x)g(y — z)dx, y € R.
/

Zeigen Sie, dass u € C™(R) ist und bestimmen Sie die Ableitungen von u bis zur Ordnung m.

HiNnweEls: Der Triiger einer Funktion ¢ : R — R ist der Abschluss der Menge {z € R : ¢(x) # 0 }.

Aufgabe 3: (Der Satz von Fubini, 6 Punkte)
Betrachten Sie die Funktion f : (0, 1) x (0, 1) — R mit f(z,y) = (z +y) 3(x —y) fiir 0 < z, y < 1. Zeigen
Sie: Fiir (z, y) € R? sind die Funktionen f(z, -) und f(-, y) iiber R integrierbar und es gilt
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Warum ist dies kein Widerspruch zum Satz von Fubini?

Aufgabe 4: (Konvergenz von Integralen)

Zeigen Sie, dass
n
. T\ _o
lim (1—1——) e “Fdx =1.
n—00 n
0

HinweEIs: Stellen Sie das Integral mit von n unabhéngigen Integralgrenzen dar.
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Aufgabe 1: (Das Prinzip von Cavalieri)

Seien a, b, ¢, h, > 0. Bestimmen Sie jeweils nach dem Prinzip von Cavalieri das Volumen des Tetraeders
T C P3 bzw. des Viertelkegels K C P3, wobei P := (0, c0),
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T={(z,y,2)eP:2+%4+21}und K :={(z,y,2)T €P?: /a2 +y2 < (1—Z)r}.

HINWEISE: Vgl. Hinweise zu Ubungsaufgabe 1.

Aufgabe 2: (Parameterabhingige Integrale)
Seien p ein endliches Maf auf (R, B1) und f: R — R gegeben als

£0) = [ siney) dute). yeR.
R
a) Zeigen Sie: Ist | - | p-integrierbar, dann ist f differenzierbar; bestimmen Sie f’.

b) Zeigen Sie: Ist | - |? p-integrierbar, dann ist f zweimal differenzierbar; bestimmen Sie f”.

Aufgabe 3: (Der Satz von Fubini)
Fiir k € Ny seien Ay := (k, k+1] x (k, k+1] sowie A} = (k, k+ 3] x (k, k+ 3]U(k+ 5, k+ 1] x (k+ 1, k+1]
und 4; = (k, k+ 3] x (k+ 3, k+1JU(k+1, k+ 1] (k, k+ } Sei weiterhin f : R? —s R gegeben als

1, falls (z, y) € A fiir ein k € Ny,
flx,y) =< —1, falls (z, y) € A, fiir ein k € Ny, (z, y) € R2.
0, sonst,

Zeigen Sie: Fiir (z, y) € R? sind die Funktionen f(x, -) und f(-, %) iiber R integrierbar und es gilt

//fxyd)\l YdAr(x //fxyd)\l YdAi(y) =

Zeigen Sie weiter, dass f nicht iiber R? integrierbar ist. Warum ist der Satz von Fubini nicht anwendbar?

Aufgabe 4: (Tterierte Integrale)
Vertauschen Sie bei den iterierten Integralen
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jeweils die Integrationsreihenfolge.

HiNnweis: Die Aufgabe besteht darin, die Integrationsgrenzen richtig zu transformieren.



