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Aufgabe 1: (Der Satz von Fubini, 3 4+ 3 Punkte)
Sei r > 0. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a) [o 71y d(z, y, 2) fir den Quader @ = [0, 1] x [1, 2] x [0, 2];
b) [, zy/yd(z, y) fir die Fliche A C [0, r]?, die von den Kurven y = 12? und y = z begrenzt wird.

Aufgabe 2: (Integration von Produkten, 3 Punkte)
Seien g1, ..., gm : R — R integrierbar und sei f : R"™ — R gegeben als

flxy, zo, ooy xm) = g1(x1) - g2(x2) - oo - gm(Tm), x = (1, Tay ..., Ty) € R™.

Zeigen Sie: f ist integrierbar und es gilt:

R™ R R R

Aufgabe 3: (Polarkoordinaten, 3 Punkte)
Zeigen Sie mit Hilfe einer Transformation in Polarkoordinaten, dass

[ awn = [ aw g =
R? 4
wobei V :=R?\ ((—o0, 0] x {0}) die geschlitzte Ebene bezeichnet.

HINWEIS: Verwenden Sie die Polarkoordinaten (r, A) — (r cos(A), rsin(A)) : U := (0, 00) x (=7, 1) — V.

Aufgabe 4: (Integration, 2 Punkte)
Zeigen Sie, dass [, e™* dz = /T ist.

HINWEIS: Verwenden Sie die Ergebnisse der Aufgaben 2 und 3.

Aufgabe 5: (Kugelkoordinaten, 2+ 2+ 3 Punkte)
Betrachten Sie die Koordinatentransformation

®:U = (0, 00) x (—m, m) x (—%, ) — R, D(r, A, ) = (rcos(A) cos(p), rsin(A)cos(p), rsin(p))
und zeigen Sie:
a) V= ®(U) C R? ist offen und ® : U — V ist ein C-Diffeomorphismus.
b) det ®'(r, \, p) = 12 cos(p) > 0.
Berechnen Sie fiir ¢ > p > 0 mit Hilfe von Kugelkoordinaten das Integral pr(o) m d(z, y, 2).

HinweErs: Sie konnen Présenzaufgabe 3 verwenden.

Aufgabe 6: (Nullmengen)
Seien N C R” eine Lebesgue-Nullmenge und & : N — R™ Lipschitz-stetig. Zeigen Sie, dass ®(N) eine
Lebesgue-Nullmenge ist.

Weihnachtsaufgabe: (Ein weihnachtliches Gedicht, 3 Bonuspunkte)

Verfassen Sie ein (weihnachtliches) Gedicht mit maximal 40 Worten, das einschliigige Begriffe und Namen aus
der Vorlesung (z. B. Ma8, Semi-Ring, o-Algebra, u-fast iiberall, Lebesgue, Cavalieri, ... ) enthélt. Geben Sie Thr
Gedicht auf einem separaten losen Blatt, beschriftet mit Threm Namen ab. Die kreativsten Losungen werden in
der Vorlesung am 21.12.2018 mit hausgemachtem Gebick pramiert.
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Aufgabe 1: (Der Satz von Fubini)
Sei r > 0. Berechnen Sie die folgenden Integrale:

a) fQ(x +y?)sin(2) d(z, y, 2) fiir den Quader Q = [0, 1] x [—1, 1] x [0, =];
b) [4 135z d(z, y) fiir die Fliche A := {(z, y) € [0, 00)* : 2® +y* <72 }.

Aufgabe 2: (Zylinderkoordinaten)
Betrachten Sie die Koordinatentransformation

®: U := (0, 00) x (—m, m) x R — R3, D(r, A\, z) = (rcos(A), rsin(A), 2)
und zeigen Sie:
a) V= ®(U) C R? ist offen und ® : U — V ist ein C'-Diffeomorphismus.
b) det ®'(r, A, z2) =r > 0.

Berechnen Sie fiir p, h > 0 mit Hilfe von Zylinderkoordinaten das Integral |, Zon (0)(332 + ?) 227" d(z, y, 2),

wobei
Zy1(0) :== B,(0) x (—h, h) = { (x,y,2) eR® - 22 + 92 < p?, —h<z< h} C R3.

HinweEers: Sie konnen Présenzaufgabe 3 verwenden.

Aufgabe 3: (Diffeomorphismen)

Seien m, n € N und U C R" offen sowie f: U — R"™ eine C""-Abbildung. Es gelte weiterhin:
(i) f ist injektiv;
(i) det f'(z) # 0 fiir alle z € U.

Zeigen Sie: V := f(U) C R™ ist offen und f: U — V ist ein C™-Diffeomorphismus.

Hinweis: Fiir m, n € N ist eine Abbildung f : Q@ — W zwischen offenen Mengen €2, W C R™ genau dann ein
C™-Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist und f und f~! C™-Abbildungen sind.



