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Aufgabe 1: (Untermannigfaltigkeiten, 4 Punkte)
Sei v : (=1,1) — R gegeben als v(t) = 0 fir —1 < ¢t < 0 und (¢) = ¢? fiir 0 < ¢t < 1. Zeigen Sie, dass
M := graph(v) eine eindimensionale C'*-Untermannigfaltigkeit des R? ist, aber keine C?-Untermannigfaltigkeit.

Aufgabe 2: (Tangentialriume, 6 4+ 2 Punkte)
Betrachten Sie die Wendelfliche M := (R?), wobei ¢ : R? — R? gegeben ist als

P(s, t) = (scos(t), ssin(t), t), s, teR.
a) Zeigen Sie, dass M eine zweidimensionale C°°-Untermannigfaltigkeit des R ist.
b) Bestimmen Sie fiir s, ¢ € R eine Basis des Tangentialraums T, M am Punkt p = (s, t).
HINWEISE: Fiir Teil a) geben Sie einen C'*°-Diffeomorphismus ¢ : R® — R3 an, so dass (M) =R? x {0}.

Fiir Teil b) betrachten Sie geeignete Kurven v, die in M durch den Punkt p verlaufen.

Aufgabe 3: (Tangentialrdume, 6 + 2 Punkte)
Betrachten Sie fiir 0 < p < r den Ringtorus M := ¢(R?), wobei 9 : R? — R? gegeben ist als

U(s, t) := ((r 4+ pcos(s)) cos(t), (r+ pcos(s))sin(t), psin(s)), s, teR.
a) Zeigen Sie, dass M eine zweidimensionale C°°-Untermannigfaltigkeit des R? ist.
b) Bestimmen Sie fiir s, ¢ € R eine Basis des Tangentialraums 7, M am Punkt p = (s, t).

HINWEISE: Fiir Teil a) geben Sie eine C*°-Abbildung g : R® — R an, so dass M = g~ *(c),
wobei ¢ € R ein reguldrer Wert von g ist.

Fiir Teil b) beachten Sie Satz 13.11.

Aufgabe 4: (Die Mannigfaltigkeit O(n))
Betrachten Sie fiir n € N die Abbildung f : R"*" — R2X"_die gegeben ist als f(X) = XTX fiir X € R"*".

sym 9

a) Zeigen Sie, dass f stetig differenzierbar ist, wobei f'(X) € L(R™ "™ RI") fiir X € R"™™™ gegeben ist als
F(X)B=B"X + X"B fir B € R™*".

b) Zeigen Sie, dass O(n) = f~'(I), und, dass f'(X) € L(R™*™, RE") surjektiv ist fiir alle X € R"*". Folgern

Sie, dass O(n) eine $n(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"*™ ist.
)

c) Zeigen Sie, dass T;O(n) = so(n) :={AcR"™" : AT = —-A}.

d) Zeigen Sie, dass T O(n) = R2Xn,

Sym

HinwEers: Auf R™*"™ betrachtet man das Standard-Skalarprodukt A: B = Z?,k:l a;pbj fir A, B € R™*",
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Aufgabe 1: (Untermannigfaltigkeiten)
Seien n € Nmit n >2und M :={z €R" : ||z]2 =1, 2, >0}.

a) Geben Sie m € N, £ € NU{ o0 }, offene Mengen U, V' C R™ und einen C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V.
an, so dass M C U und (M) =V N (R™ x {0}).

b) Geben Sie m € N, £ € NU {0 }, eine offene Menge D C R™ und f € C*(D, R*~™) an mit M = graph(f).

c¢) Geben Sie k € N, £ € NU {00 }, eine offene Menge W C R™ und g € C*(W, R¥) an, so dass 0 ein regulirer
Wert von g ist und M = g~1(0).

Welche Bedeutungen haben m, k und £7

Aufgabe 2: (Tangentialriume)
Betrachten Sie fiir 0 < p < r das ,,Spiralband“ M := ¥ (W), wobei 1 : R? — R3 gegeben ist als

P(s, t) :== ((r + pcos(s)) cos(t), (r+ pcos(s))sin(t), t), s, teR.
und W := (0, ) x R.
a) Zeigen Sie, dass M eine zweidimensionale C*°-Untermannigfaltigkeit des R? ist.
b) Bestimmen Sie fir (s, t) € W eine Basis des Tangentialraums T, M am Punkt p = 9(s, t).

HINWEISE: Fiir Teil a) geben Sie offene Mengen U, V' C R3 und einen C*°-Diffeomorphismus ¢ : U — V an,
sodass M CU und p(M) =V N (RZx {0}).

Fiir Teil b) betrachten Sie geeignete Kurven -, die in M durch den Punkt p verlaufen.
Zur Konstruktion von U, V und ¢ gehen Sie wie folgt vor:

(i) Konstruieren Sie zunichst eine C*°-Abbildung ® = (£, 7, ¢) : R® — R? und stellen Sie dabei sicher, dass
®(M) CR? x {0}, z. B. durch die Wahl {(z, y, 2) := ycos(z) — zsin(2) fiir (z, y, 2) € R3.

(ii) Stellen Sie sicher, dass ® bijektiv ist mit det ®’ # 0, z. B. durch die Wahlen £(x, y, z) := x cos(z) 4y sin(z)
und 7(z, y, z) = 2 fiir (z, y, 2) € R3.

(iii) Bestimmen Sie ®(M) und eine offene Menge V C R3 mit ®(M) =V N (R? x {0}).
(iv) Setzen Sie U := @~ 1(V) und ¢ := ®|y.



