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Aufgabe 5.1: (Vollstéindige Induktion)
Sei n € N. Zeigen Sie:

(a) Bsgilt 1+4+4...+n?=tn(n+1)(2n+1).

(b) Esgilt (1+1)-(1+24)-...-Q+3)=n+1.

Aufgabe 5.2: (Fakultit, 24+ 24 4 Punkte)

Beweisen Sie die folgenden Gleichungen/Abschitzungen:

(a) Fiir jedesneNgiltn!=1-2-...-n.
(b) Fiir jedes n € N gilt n! < n™.

(c) Fiir jedes n € N gilt n! - n! > n".
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Hinweis: Teil (a) kann durch vollstindige Induktion (bzgl. n) gezeigt werden. Teil (b) folgt aus Teil (a). Um
Teil (c) zu zeigen, verwenden Sie Teil (a) und eine Umordnung der Faktoren: nl-n! = (1-n)-(2-(n—1))-...-(n-1).

Zeigen Sie, dass k- (n—k+1)>n firk=1,2,...,n und n € N.

Aufgabe 5.3: (Abzihlbarkeit)

Sei A eine Menge und seien Ay, A, As, ... Mengen mit & # Ay C A fiir alle k € N. Sei n € N. Zeigen Sie:

(a) Np—y Ay ist abzihlbar, falls Aj abzihlbar ist fiir ein k € {1, 2, ..., n}.

(b) Ur_; Ak ist abzéhlbar, falls Ay abzéhlbar ist fiir alle k € {1, 2, ..., n}.

(¢) TTri_; Ak ist abzéhlbar, falls Ay abzéhlbar ist fiir alle k € {1, 2, ..., n}.

Zusatz: Was folgern Sie aus Teil (c) fiir die Menge Map({1, 2, ..., n}, N)?

Aufgabe 5.4: (Abzihlbarkeit, 4 Punkte)

Fiir jedes k € N sei Ay, := {0, 1}. Konstruieren Sie eine bijektive Abbildung f : [];-, Ax — P(N).

Zusatz: Warum folgt daraus, dass [, Ak iberabzihlbar ist?

Zusatz: Was folgern Sie daraus fiir die Menge Map(N, {1, 2, ..., n}), wobein € N?



