Analysis I Mathematisches Institut

. Heinrich-Heine-Universitit Diisseldorf
Wintersemester 2025/2026 Priv.-Doz. Dr. Matthias Kohne
Ubungsblatt 6

Ausgabe: Fr., 21.11.2025, 14:00 Uhr
Abgabe: Mo., 01.12.2025, 18:00 Uhr
Besprechung:  Di., 02.12.2025 bzw. Mi., 03.12.2025

Aufgabe 6.1: (Kommutative, unitéire Ringe)
Sei A # @ eine Menge. Zeigen Sie, dass (P(A), A, N) ein kommutativer, unitérer Ring ist, wobei 0p(4) = @
und 1p(qy = A. Gelten die Gesetze (O1) und (Oo) fiir die Halbordnung C auf P(A)?

Hinweis: Die Eigenschaften (A1), (My) und (Ms) werden im Rahmen anderer Ubungsaufgaben (vgl. EX 1.5)
gezeigt und miissen hier nicht nachgewiesen werden. Auch auf den Nachweis der Eigenschaft (Ag) diirfen Sie
hier verzichten. Die Eigenschaft (Dg) folgt sofort aus (M;) und (D1).

Bemerkung: Hat A mindestens zwei Elemente, dann gibt es Mengen X, Y € P(A) mit X # & = Op(a) und
Y # 3 =0pa) sowie X OY = X NY =@ = 0p(ay. Der Ring (P(A), A, N) ist dann also nicht nullteilerfrei.
Aufgabe 6.2: (Geordnete, kommutative, unitéire Ringe, 2+ 1+ 1+ 1+ 1 Punkte)

Sei (R, ®, ®, 9) geordneter, kommutativer, unitéirer Ring. Zeigen Sie, dass fiir alle z, y, z, w € R gilt:

(a) Ist z <y und z <w, dann ist x 2z <y D w.

(b) Genau dann ist Og <z, wenn Oz < 0g.

(¢) Ist 4y, dann ist Oy < Ox.

(d) Or Qz O .

(e) Or < 1g.

Hinweis: Sie kénnen zum Beweis die Eigenschaften 1.3.2 (A1) (A4), (My)—(Ms), (D1), (D2), (01) und (O3)
sowie die Aussagen 1.3.4 (a)—-(d), 1.3.5 (a)—(d) und 1.53.6 (a), (e)— (1) verwenden.

Aufgabe 6.3: (Binominalkoeffizienten, 2 +4 Punkte)

(a) Zeigen Sie durch vollsténdige Induktion:
Fiir jedes n € Ny und jedes k € {0, 1, ..., n} ist n! durch k!(n — k)! teilbar.

(b) Firn € Nound k € {0, 1, ..., n} ist der Binominalkoeffizient definiert als

(8) = <

Zeigen Sie fiir n € N die folgenden Rechenregeln:

(i) (Z):(nfk) k=0,1,....n, (ii) (kf1)+(z>=<nzl> k=1,2,.... n

Hinweis: Nutzen Sie fiir Teil (a) die Darstellung (n+1)! = (n 41— k)n! + kn!.

Aufgabe 6.4: (Binomische Formel)
Sei (F, ®, ®) ein Korper. Zeigen Sie durch vollstindige Induktion (nach n):

(9:6911)”:@(:)9:""“@@/“, z,y €F, neN.
k=0

Aufgabe 6.5: (Minimum und Maximum)
Sei A eine Menge, sei < eine Ordnung auf A und sei B C A eine Menge mit n € N Elementen. Zeigen Sie, dass
min(B) und max(B) existieren.

Hinweis: Argumentieren Sie durch vollstindige Induktion nach n.



