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Aufgabe 9.1: (Folgen und Grenzwerte, 4 Punkte)
Sei z € C und (zp)ren € C gegeben als 2, := 2" fiir k € N. Zeigen Sie, dass

z, — 0 fiir k — oo, falls |z] < 1, und |zi| = oo fiir k — oo, falls |z| > 1.

Geben Sie jeweils ein Beispiel an fiir ein z € C mit |z| = 1, so dass (z)ren konvergiert bzw. divergiert.

Hinweis: Im Fall 0 < |z| < 1 ist 2 =1+ h mit h > 0 und im Fall |2| > 1 ist |z| = 1+ h mit h > 0. Nutzen Sie

2] —
die Bernoulli’sche Ungleichung.

Aufgabe 9.2: (Folgen und Grenzwerte, 2+ 2 Punkte)
Zeigen Sie:

(a) lim — =0, meN, z€C, |z] > 1, (b) lim = =0, zeC.

Hinweis: Zeigen Sie fiir Teil (a) zundchst, dass die Folge (kz~")pen beschrinkt ist, und argumentieren Sie dann
per Induktion nach m € N und mit Hilfe von Aufgabe 9.1. Fir Teil (b) beachten Sie, dass es ein m € Ny gibt
mit m < 2|z| < m+ 1, und betrachten Sie dann k > m + 1.

Aufgabe 9.3: (Folgen und Grenzwerte, 4 Punkte)
Seien a > 0 und z1 € Rmit 0 < 1 < % Sei (zx)ken C R rekursiv definiert durch zg1q := 2z — az} fiir k € N.
Zeigen Sie, dass diese Folge konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst (per Induktion nach k € N, dass 0 < xp, < % fiir alle k € N gilt, und untersuchen
Sie die Folge dann auf Monotonie.

Aufgabe 9.4: (Divergenz gegen +00)
Geben Sie in jedem der folgenden Fille ein Beispiel an fiir Folgen (zx)ken, (Yx)ren C R, die die angegebenen
Eigenschaften haben.

(a) xp — —oo und y — oo fiir k — oo, withrend

(i) gk + yr — —oo fiir k — oo,
(ii) xg + yr — 0 fir & — oo,
(iii) @k + yr — oo fiir k — oo.

(b) xx — oo und yr — 0 fir k — oo, wihrend

(1) zryr — 0 fiir k — oo,
(11) Tryr — 1 fir k — o0,

(iii) zpyr — oo fir k — oo.

Aufgabe 9.5: (Limes inferior und Limes superior) - B B
Seien (wx)ken, (Yr)ren € R und z, = liminfy o 7 € R, 2* := limsup,_, o, ¥ € R, y, := liminfy .o yr € R
sowie y* := limsup,_, .. yx € R. Zeigen Sie:

(a) Es gilt x. = oo genau dann, wenn x — oo fiir k — oo.
(b) Ist (z, ys) ¢ { (—00, 00), (00, —00) }, dann gilt iminfy oo (zk + Y) = Ts + Ys-
(©) Tot (2%, 4*) ¢ { (~00, 00), (00, —00) }, dann gilt limsup, .o (z + &) < 2+

Hierbei seien co+a =00 =a+ oo fira e RU{oc} und (—0)+a=—-c0o=a+ (—o0) fiira e RU{ -0 }.



