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Aufgabe 10.1: (Konvergenzkriterien fiir Folgen, 1+ 1 Punkte)
Entscheiden Sie jeweils, ob die angegebene Eigenschaft die Konvergenz der Folge (zx)reny C C impliziert, fiir

(i) Ve>0 Fk.eN Vk>ke: |zir1 — 21| <e,
(i) 3C >0 Fko €N VEk>ko: |zpe1 — 2| < C27F.

Aufgabe 10.2: (Reihen und Reihenwerte, 2 + 2 + 2 Punkte)
Berechnen Sie jeweils den Wert der folgenden Reihen:

Lo () 1 o 2 (—D)F BENR N |
(i) ;kzzo(k>2”+’“’ (ii) ’;T, (iii) ;m

Hinweis: Die Partialsummen in Teil (i11) lassen sich als Teleskopsummen darstellen.

Aufgabe 10.3: (Weihnachtsaufgabe)
Frau Holle hat ihr Rezept fiir Schneeflocken verloren! Helfen Sie ihr:

ARSI

Ky K, K, K3

Die Koch’sche Schneeflocke kann wie folgt konstruiert werden: Sei K ein gleichseitiges Dreieck mit Seitenléinge
a > 0. Dann entsteht K; aus Ky, indem jede der 3 Seiten von Ky in jeweils 3 gleiche Teile geteilt wird und der
jeweils mittlere Teil durch zwei gleich lange neue Teile ersetzt wird, die mit dem ersetzten Teil ein gleichseitiges
Dreieck mit Seitenléinge %a bilden. So erhilt man die Figur K7 mit 4 - 3 Seiten der Lénge %a. Analog entsteht
K5 aus K. So erhilt man die Figur K, mit 42 - 3 Seiten der Linge 3%(1. Allgemein entsteht nach dem obigen
Verfahren K, aus K,,_1. So erhélt man die Figur K, mit 4™ -3 Seiten der Linge %a. Die Koch’sche Schneeflocke
K ist dann gegeben als K = [J)2 , K.

(a) Zeigen Sie, dass K keinen endlichen Umfang hat.

(b) Zeigen Sie, dass K einen endlichen Flicheninhalt hat, und berechnen Sie diesen.



Aufgabe 10.4: (Uberabzihlbarkeit von R, 3+ 1 Punkte)
Sei Ay, :={0, 1} fiir k € N. Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung f: []p, Ax — [0, 1], die gegeben ist als f((ag)ren) == > pey ax3 ™" fiir (ag)ren C {0, 1},
ist injektiv.
(b) Die Mengen [0, 1] und R sind {iberabzéhlbar.

Hinweis: Fir Teil (a) nehmen Sie an, dass (ag)ren, (br)ren C {0, 1} mit (ag)reny # (bk)ken. Um zu zeigen,
dass f((ag)ren) # f((br)ken) ist, betrachten Sie ko := min{k € N : ar # b} € N und beachten Sie, dass
Zz.;ko-‘rl 2-37F = 37% jst. Fiir Teil (b) beachten Sie, dass die Menge [, A wie in Aufgabe 5.4 gezeigt
tiberabzdihlbar ist.

Bemerkung: In Aufgabe 5.4 wurde gezeigt, dass es eine bijektive Abbildung g : P(N) — [[,—, A gibt. Per
Konstruktion ist also die Abbildung f o g : P(N) — [0, 1] injektiv.

Bemerkung: Fiir a € C ist die geometrische Reihe Y, a* genau dann konvergent, wenn |a| < 1. In diesem

Fall gilt >°  a* = 1-; vgl. Bsp. 2.4.8. Diese Tatsachen kénnen Sie (ohne Beweis) in den Aufgaben 2, 3 und
4 verwenden.

Wir wiinschen allen frohe Feiertage und

und einen guten Start ins neue Jahr!



