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Aufgabe 12.1: (Exponentialfunktion, 1+ 1 Punkte)
Die Exponentialfunktion exp : C — C sei gegeben wie in Definition 2.6.1. Zeigen Sie:

(a) Fiir alle z € C ist |exp(z)| = exp(Re 2).

(b) Fiir alle t € R ist |exp(it)| = 1.

Hinweis: Fir w € C ist |w|> = ww. Sie kdnnen Proposition 2.6.3 (a) - (f) verwenden.
Aufgabe 12.2: (Stetigkeit, 2 Punkte)

Sei f: R — {0, 1} gegeben als f(z) := 1, falls z € Q, und f(z) := 0, falls z € R\ Q. Zeigen Sie, dass f an
jeder Stelle x € R unstetig ist.

Hinweis: Verwenden Sie Proposition 1.8.58 und das Axiom von der abzdhlbaren Auswahl.

Aufgabe 12.3: (Funktionenfolgen, 3 4 3 + 2 Punkte)
Untersuchen Sie die Funktionenfolge (fx)ren jeweils auf punktweise und gleichméfige Konvergenz fiir

(a) fk:RHRmitfk(x):%fﬁrkeNundxeR;

(b) fi: [0, 1] — Rmit fiy(w) = 5% fiir k € Nund € [0, 1;

(¢) fr:[3, 1] — Rmit fr(z) = H_ki#)g fir k € Nund z € [3, 1].

Aufgabe 12.4: (Stetigkeit und gleichméBige Stetigkeit, 1+ 1 Punkte)
Betrachten Sie die Funktion f : (=1, 1) — R gegeben als f(z) = 17 fiir z € (=1, 1). Zeigen Sie, dass f stetig
aber nicht gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 12.5: (Stetigkeit)
Zeigen Sie (mit Hilfe der Definition iiber Folgen), dass die Funktion

0, fallsze (R\Q)U{0},
f@):{ e R\QU{0}

f:R—R, ) z €R,

7. falls 2 =2 mit teilerfremden p € Z\ {0}, ¢ € N,

in jedem Punkt z € R\ Q stetig ist.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst: Ist (xg)ren = (f;*:)keN C QU{0} konvergent gegen x € R\ Q, wobei pr, € Z\ {0}
und qr, € N teilerfremd sind fir alle k € N, dann gilt liminfg_, . qx = oo.



