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Aufgabe 5.1: (Holder’sche Ungleichung)
Seien n € N und 1 < p, g < 0o mit % + % = 1. Zeigen Sie die Holder’sche Ungleichung:

n
> lzwyel < Dzl llylle, z,y € R™
k=1

Hinweis: In der Bedingung %—i—% =11st, é = 0 zu setzen. Fiir (p, q) € { (1, 00), (00, 1) } kann die Hilder’sche
Ungleichung direkt verifiziert werden. Fir 1 < p, ¢ < oo mit %—i—% = 1 ist die Young’sche Ungleichung hilfreich,

die Sie ohne Beweis verwenden kénnen: Fir alle a, b > 0 gilt ab < %a” + %bq (vgl. Aufgabe 4.4). Sie kénnen in
allen Fillen o. E. ||z||, > 0 und ||y|lq > 0 annehmen (vgl. Aufgabe 5.2 (i)).

Aufgabe 5.2: (Normen auf R", 1+ 1+ 2 Punkte)
Firl<p<ooist|-|,:R" — [0, co) gegeben als

n 1/p
nww=<;ymw> 1<p<oc, Ielloc = , xmax i, e R

Zeigen Sie, dass so fiir jedes 1 < p < oo eine Norm auf R” gegeben ist, d. h. dass gilt:
(i) Fir 2 € R” ist ||z]|, = 0 genau fiir z = 0.
(ii) Fir alle o € R und alle z € R™ ist |z, = |af [|z|,.
(iii) Fir alle z, y € R™ ist ||z +yll, < |lz]lp + [|ylp-
Hinweis: Bei (iii) sollten zundichst die Fdlle p € {1, 0o} betrachtet werden. Fir die dbrigen Fille ist die
Hélder’sche Ungleichung hilfreich.

Aufgabe 5.3: (Konvergenz in R")

Seien n € N und (zx)ren € R™ sowie € R™. Zeigen Sie, dass genau dann z; — x bzgl. der euklidischen
Norm |- | = || - |2 fiir & — oo gilt, wenn gilt, dass xff) — z® in R fiir k¥ — oo fiir £ = 1, ..., n. Hierbei sei
T = (xg), x,(f), el chﬁn))T € R” fiir k € N sowie z = (), 2@, ... 20T e R,

Aufgabe 5.4: (Innenprodukte und Normen, 2 + 3 + 3 Punkte)

Seien a, b € R mit a < b und J := [a, b] C R.

(a) Zeigen Sie, dass C(J) = Cy(J).

(b) Zeigen Sie, dass durch || - ||; : C(J) — [0, o) mit

b
nﬂh:/umwm, fecl,

eine Norm auf C(.J) gegeben ist.
(c) Zeigen Sie, dass durch (-, )2 : C(J) x C(J) — C mit

b
(f, 902 = [ F@ig@) d, f.9€C0),
ein Innenprodukt auf C'(J) gegeben ist. Bestimmen Sie die von (-, - )9 induzierte Norm || - || auf C(J).
Bemerkung: Nach Teil (a) ist durch || - ||oo := || - [[c, (1) €ine Norm auf C(J) gegeben, die sog. Maximumnorm

auf C(J). Wir verwenden hier die Symbole || - ||, mit p € {1, 2, oo } fiir Normen auf C(J), die natiirlich nicht
tbereinstimmen mit den Normen auf R™, die in Beispiel 1.2.2 betrachtet wurden und fir die die gleichen Symbole
verwendet werden.



