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Aufgabe 1: (Dynkinsysteme und σ-Algebren, 2 + 2 Punkte)B©
Seien Ω = { 1, 2, 3, 4 } und G := { { 1, 2 }, { 1, 3 }, { 1, 4 } } ⊆ P(Ω).

(a) Bestimmen Sie das von G erzeugte Dynkinsystem δ(G).

(b) Bestimmen Sie die von G erzeugte σ-Algebra.

Aufgabe 2: (Semiringe, Ringe und σ-Algebren, 2 + 1 + 2 + 3 Punkte)B©
Sei Ω 6= ∅. Zeigen Sie:

(a) S := {∅ } ∪ { {ω } : ω ∈ Ω } ⊆ P(Ω) ist ein Semiring über Ω.

(b) R := {A ⊆ Ω : A ist endlich } ⊆ P(Ω) ist ein Ring über Ω.

(c) A := {A ⊆ Ω : A ist abzählbar oder Ω \A ist abzählbar } ⊆ P(Ω) ist eine σ-Algebra über Ω

(d) R = ρ(S) und A = σ(S) = σ(R).

Aufgabe 3: (Spur-σ-Algebren)
Seien Ω 6= ∅ und ∅ 6= B ⊆ Ω. Sei A eine σ-Algebra über Ω. Zeigen Sie, dass die Spur-σ-Algebra

A|B := {A ∩B : A ∈ A}

tatsächlich eine σ-Algebra über B ist.

Aufgabe 4: (Die Borel-σ-Algebra Bn)
Sei n ∈ N. Wählen Sie zwei der folgenden Aussagen und beweisen Sie diese:

(a) Bn = σ({ (a, b] : a, b ∈ Rn, ak ≤ bk für k = 1, . . . , n }).

(b) Bn = σ({ [a, b] : a, b ∈ Rn, ak ≤ bk für k = 1, . . . , n }).

(c) Bn = σ({ (−∞, a) : a ∈ Rn }).

(d) Bn = σ({ (−∞, a] : a ∈ Rn }).

(e) Bn = σ({ [a, ∞) : a ∈ Rn }).

(f) Bn = σ({ (a, ∞) : a ∈ Rn }).

Hinweis: Verwenden Sie die in der Vorlesung gezeigten Aussagen (c) und (d) aus Prop. 1.1.31.


