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Besprechung der Aufgaben in Prisenz am 14.10.2026 in der Ubungsstunde

Dieses erste Blatt enthilt einige Prisenzaufgaben fiir die erste Ubungsstunde; alle Infor-
mationen zur Veranstaltung befinden sich auf

http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/AnalytischeGruppen_WS2627/

Aufgabe 1.1
Sei GG eine Gruppe. Verifizieren Sie fiir z,y € G die Identitaten
[y, 2] =[x, 2]" [y, 2], [w,yz] = [, 2] [2,y]"

und folgern Sie per Induktion, fiir n € N:
[2",y] = [2, 9] [2,y]*

Aufgabe 1.2

Das Zentrum Z(G) einer Gruppe G ist eine charakteristische Untergruppe, also invariant
unter Automorphismen von G, die Kommutatorgruppe [G, G| ist sogar vollinvariant, also
invariant unter beliebigen Endomorphismen von G. Warum eigentlich?

-1 n-2 n—2 -1

[Ivy]z [x,y], [xayn]: [I7y] [x’y]y_._[x7y]y [‘ray]yn

Zeigen Sie: Das Zentrum der Gruppe G = C3 x Sym(3) ist nicht vollinvariant in G.
Gibt es sogar eine endliche nilpotente Gruppen G dergestalt, dafs Z(G) nicht vollinvariant
in G ist?

Aufgabe 1.3

Eine Gruppe G besitzt eine gruppentheoretische Eigenschaft £ wirtuell, wenn es eine
Untergruppe H < G mit |G : H| < oo gibt, die ihrerseits die Eigenschaft £ besitzt. Die
Gruppe G besitzt die FEigenschaft & residuell, falls es zu 1 # x € G stets ein N < G mit
x ¢ N und dergestalt gibt, daf G/N die Eigenschaft & besitzt.

Welche der folgenden Gruppen sind nilpotent, virtuell nilpotent bzw. residuell nilpotent?
die alternierende Gruppe Alt(n) fiir n e N,
die unendliche Diedergruppe D,
die Gruppe SLy(Z),
die Gruppe AGL;(Q) aller invertierbaren affinen Transformationen
T.pQ->Q, zrar+bd (a,b€Q mit a #0),

die Gruppe M x A, wobei M = (1++/2) < Z[\/2]* ist, A = Z[+/2] als additive Gruppe
betrachtet wird, und die Konjugation von M auf A durch Multiplikation in dem
Ring Z[v/2] erklirt ist: a® = a - fiir a € A und z € M.

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

Aufgabe 1.4

(a) Geben Sie ein Beispiel fiir eine endliche Gruppe, die keinen eindeutigen S-maximalen
abelschen Normalteiler besitzt.!

(b) Zeigen Sie: In jeder endlichen Gruppe G gibt es einen eindeutig bestimmten Normal-
teiler N 4 G, der c-minimal ist beziiglich der Eigenschaft ,,G/N ist nilpotent®.?

!Bem.: Zur absteigenden Kommutatorreihe gibt es also kein natiirliches ,aufsteigendes Gegenstiick.
2Zusatz: Gilt eine entsprechende Aussage auch fiir unendliche Gruppen?

S.1/1



