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Darstellungen endlicher Gruppen — Blatt 1

Abgabe der Losungen am 16.04.2025 in der Vorlesung, um 10.30 Uhr

Aufgaben 1.1 bis 1.4 sind Priisenzaufgaben fiir die erste Ubungsstunde am 11.04.2025.
Bitte bereiten Sie schriftliche Losungen zu den letzten beiden Aufgaben 1.5 und 1.6 bis
zur Vorlesung am 16.04.2025 vor; weitere Informationen auf

http://reh.math.uni-duesseldorf.de/ internet/DarstEnd1Gruppen_SS25/.

Aufgabe 1.1

(a) Sei ¥: V' — V ein linearer Endomorphismus eines Vektorraums V' iiber einem Korper K.
Zeigen Sie, daf die folgenden Bedingungen &quivalent sind:

(i) 2 =10;
(ii) V= Blld(ﬁ) (&) Kern(ﬂ) und 19|Bild(19) = idBﬂd(g);

Ist dim V' < o0, so sind (i) und (ii) zudem dquivalent zu: V' besitzt eine Basis 98 dergestalt,
daB die Koordinatenmatrix [9]y diagonal mit Diagonaleintrégen aus {0, 1} ist.

Bemerkung. Ein linearer Endomorphismus ¢ mit den genannten Eigenschaften wird Pro-
jektion von V' auf Bild(¢) entlang Kern(v) genannt.

(b) Sei ¥:V — V ein linearer Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums
V iiber einem Korper K mit 92 =idy, und sei char(K) # 2. Zeigen Sie: V =U @ W fiir

U=FEig(¢,1)={veV|vd=v} und W =Eig(¥,-1)={veV |vd=-v},

und folglich existiert eine Basis B fiir V' dergestalt, dafl [¢]yg diagonal mit Diagonalein-
tragen aus {1,-1} ist.

Aufgabe 1.2

Bestimmen Sie — bis auf Aquivalenz — alle 1- und 2-dimensionalen linearen Darstellungen
der Kleinschen Vierergruppe G = C5 x Cy iiber dem Korper Q.

Aufgabe 1.3

Sei G eine Gruppe, und K ein Korper. Seien (m,V;) und (o,V,) endlich-dimensionale
Darstellungen von G iiber K, und weiter sei n = dim(7) = dim(p).
Erlautern Sie: Es gilt 7 2 p genau dann, wenn sich bzgl. geeigneter Basen in beiden Féllen
ein und dieselbe Darstellung in Matrizenform G - GL,, (K') ergibt.

Aufgabe 1.4
Sei G < Sym(6) eine Diedergruppe der Ordnung 12, und K ein Korper. Sei 9: G — GLg(K)
die zugehorige Darstellung (mittels Permutationsmatrizen) auf dem Standardzeilenvek-

torraum K. Geben Sie in einer Tabelle explizit alle Elemente g € G (in Zykelschreibweise)
und ihre Bilder go € GL, (K) an.
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Aufgabe 1.5 (4 Punkte)

Sei GG eine endliche Gruppe, und K ein Korper. Zeigen Sie: Eine Darstellung (o,V") von
G ist genau dann die regulidre Darstellung, wenn es ein v € V' dergestalt gibt, dafl die
Familie (v.(g0))gec eine Basis fiir den K-Vektorraum V' bildet.

Aufgabe 1.6 (4 Punkte)

Sei G = (x) 2 C5 eine zyklische Gruppe der Ordnung 5. Betrachten Sie die regulire
Darstellung 0: G - GL5(K) iiber K =R bzw. K = C, die durch

el =e1.(wo) = ey €5 =ex(z0)=¢€3, ..., ei=es(v0)=e;5 e5=ec5(x0)=cei,

gegeben ist, wobel eq, ..., e5 die Standardbasis des Vektorraums K° bezeichne. Beschrei-
ben Sie jeweils alle Teildarstellungen von p.

Hinweis. Verwenden Sie Thre Kenntnisse bzgl. der linearen Algebra.

Zusatz.! Sei G = (z) = C eine unendliche zyklische Gruppe. Betrachten Sie die regulire
Darstellung 0:G - GL(V') iiber C, wobei der (abzdhlbar) unendlich-dimensionale Vek-
torraum V' die Basis (e;);ez habe und

el =e;.(xp) = €1 firieZ

gelte. Welche Teildarstellungen finden Sie? Gibt es einen (Gp)-invarianten Untervektor-
raum U # {0}, der aufler {0} und U keine weiteren (G p)-invarianten Unterrdume besitzt??

Der Zusatz regt zu sich anschlieBenden Uberlegungen an, kann zusétzlich bearbeitet werden und
wird nicht bepunktet.
2Solch ein Teilraum heifit eine irreduzible Komponente von (g, V).



