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Aufgabe 7.1 (4 Punkte)

(a) Priifen Sie im Detail den in der Vorlesung skizzierten Beweis zu der Aussage: Eine
rationale Zahl ist genau dann ganz, wenn sie ganzrational ist; also: {a € Q| a ganz} = Z.

(b) Sei a € C algebraisch iiber Q. Begriinden Sie: a ist genau dann ganz, wenn das Mini-
malpolynom f = Minpoly(a) € Q[X] von a iiber Q bereits in Z[ X] liegt.

(c) Sei d € Z~ {1} quadratfrei und K = Q(+/d) der zugehorige quadratische Erweite-
rungskorper von Q. Bestimmen Sie den Ganzheitsring von K.

(Hinweis. Offenbar liegt Z+Z+/d im Ganzheitsring. Verwenden Sie nun (b), um zu kléren,
welche Elemente zusitzlich ganz sind. Dabei hilft es, die Félle d =4, 1 und d #; 1 zu
unterscheiden.)

Aufgabe 7.2 (4 Punkte)

(a) Beweisen Sie den folgenden Satz von Landau: Fiir jede vorgegebene Zahl k € N gibt
es — bis auf Isomorphie — nur endlich viele endliche Gruppen G mit |[lrr(G)| = k.

(Hinweis. Verwenden Sie die Klassengleichung

|G| = Z|G : CG(Q@)'?

i=1

wobei ¢, ..., g ein Vertretersystem fiir die Konjugationsklassen von G bildet. Falls Sie
die Klassengleichung nicht bereits kennen, iieberlegen Sie auch, warum diese richtig ist.)

(b) Bestimmen Sie fiir k € {1,2,3} jeweils alle endlichen Gruppen G mit |Irr(G)| = k.
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