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Einfiihrung in die Funktionalanalysis

B Aufgabe 4.1: (Stetige Inverse) (949 Punkte)
Seien X und Y normierte Rdume und T : X — Y ein linearer Operator.

(i) Zeigen Sie, dass T genau dann eine auf T'(X) definierte stetige Inverse 7! besitzt, wenn es ¢ > 0 gibt,
sodass
cllz|ly < ||Tz|ly fiir alle z € X.

(ii) Zeigen Sie, dass T' genau dann keine auf T'(X) definierte stetige Inverse besitzt, wenn es eine Folge von
Vektoren x1,z2,... € X der Norm ||z,||y = 1 gibt mit

n—oo

Tz, —— 0.

Aufgabe 4.2: (Beschrinktheit und gleichmiiBige Summierbarkeit in ¢!)
Eine Teilmenge K C ¢! heifit gleichmdifig summierbar, wenn es fiir alle € > 0 ein N € N gibt, sodass fiir alle

x=(x1,22,...) € K
o0
> el <e
n=N

gilt.
Zeigen Sie, dass eine Teilmenge K C ¢! genau dann prikompakt ist, wenn sie beschrinkt und gleichmaBig
summierbar ist.

Aufgabe 4.3: (Kompaktheit in ¢g)
Sei K eine kompakte Teilmenge von c¢y. Zeigen Sie, dass es dann y € ¢y gibt, sodass fiir alle z € K und alle
neN

Hinweis: Zeigen Sie, dass sup,cy |€n| fir jedes n € N endlich ist und untersuchen Sie die dadurch definierte
Folge.



