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Einfiihrung in die Funktionalanalysis

B Aufgabe 5.1: (Folgenrdume) (64+6+6 Punkte)

(i) Der lineare Operator 7' : £>° — ¢*° sei definiert durch
1
(Tx), = —xy (x € ).
n
Zeigen Sie, dass T injektiv und stetig mit ||T||$(€oo) =1 ist, jedoch nicht surjektiv.

(ii) Zeigen Sie, dass T~ : T(£>°) — £ aus (i) nicht stetig ist.

iii) Fiir jedes n € N sei der stetige lineare Operator T}, : £ — ¢! definiert durch
(iii) ] g p

r fir k <n, 1
T, = er).
() {0 fiir k > n, (ac )

Zeigen Sie, dass Ty —— Iz in ¢! fiir jedes x € ¢*, aber T, - I in .Z(¢), wobei I die Identitiit auf ¢!
bezeichnet.

Aufgabe 5.2: (Banach-Algebren)
In dieser Aufgabe verstehen wir unter dem Produkt xy zweier Zahlenfolgen x = (z,,),,cny und y = (y)
gliedweise Produkt, d.h.

neN das

(xy),, == TnYn, n € N.

Sei 1 < p < oo. Zeigen Sie, dass der Folgenraum ¢P durch gliedweise Multiplikation zu einer kommutativen
Banachalgebra wird.
Fiir welche p handelt es sich um eine Banachalgebra mit Eins?

Aufgabe 5.3: (Zusatz: Arzeld-Ascoli)
Seien —oco <a <b< oo, J=[a,b], 1 <p<oo,1/p+1/p'=1und k € C(J x J,R). Sei

KiLUR) »CUR). [ KfQ) = [ Ke9)f() ds

a

der sogenannte Volterra-Operator. Zeigen Sie, dass das Bild der Einheitskugel
Bp :={f € L’(J,R) : | f], <1}

unter K, d.h. K(Bg), relativ kompakt ist in C'(J,R).



