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Einführung in die Funktionalanalysis

Aufgabe 4.1: (Stetige Inverse) (4+4 Punkte)B
Seien X und Y normierte Räume und T : X → Y ein linearer Operator.

(i) Zeigen Sie, dass T genau dann eine auf T (X) definierte stetige Inverse T−1 besitzt, wenn es c > 0 gibt,
sodass

c ‖x‖X 6 ‖Tx‖Y für alle x ∈ X.

(ii) Zeigen Sie, dass T genau dann keine auf T (X) definierte stetige Inverse besitzt, wenn es eine Folge von
Vektoren x1, x2, . . . ∈ X der Norm ‖xn‖X = 1 gibt mit

Txn
n→∞−−−−→ 0.

Aufgabe 4.2: (Folgenräume) (4+3+3 Punkte)B

(i) Der lineare Operator T : `∞ → `∞ sei definiert durch

(Tx)n :=
1

n
xn (x ∈ `∞).

Zeigen Sie, dass T injektiv und stetig mit ‖T‖L (`∞) = 1 ist, jedoch nicht surjektiv.

(ii) Zeigen Sie, dass T−1 : T (`∞)→ `∞ aus (i) nicht stetig ist.

(iii) Für jedes n ∈ N sei der stetige lineare Operator Tn : `1 → `1 definiert durch

(Tnx)k :=

{
xk für k ≤ n,

0 für k > n,

(
x ∈ `1

)
.

Zeigen Sie, dass Tnx
n→∞−−−−→ Ix in `1 für jedes x ∈ `1, aber Tn 9 I in L (`1), wobei I die Identität auf `1

bezeichnet.

Aufgabe 4.3: (Arzelá-Ascoli)
Seien −∞ < a < b <∞, J = [a, b], 1 ≤ p ≤ ∞, 1/p + 1/p′ = 1 und k ∈ C(J × J,R). Sei

K : Lp(J,R)→ C(J,R), f 7→ Kf(·) :=

·∫
a

k(·, s)f(s) ds

der sogenannte Volterra-Operator. Zeigen Sie, dass das Bild der Einheitskugel

BE := {f ∈ Lp(J,R) : ‖f‖p < 1}

unter K, d.h. K(BE), relativ kompakt ist in C(J,R).


