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Einfiihrung in die Funktionalanalysis
B Aufgabe 5.1: (Abgeschlossene Operatoren) (5+4 Punkte)
(i) Sei 1 < p < oco. Betrachten Sie den Operator
T:D(T)C IPR) - L'(R), (Tf) ()= 2*f(z), feDT)zeR,

wobei D(T) := {f € LP(R) : [x — 2 f(x)] € LP(R)}. Zeigen Sie, dass T abgeschlossen ist in LP(R).
Hinweis: Arbeiten Sie mit fast iberall konvergenten Teilfolgen.

(ii) Betrachten Sie den Laplace-Operator
A:D(A) CL*(R") = L*(R"),  Au:=Au=)» 0u,
j=1

wobei D(A) := {u € L*>(R") : Au € L*(R")}. Zeigen Sie, dass A abgeschlossen ist in L?(R"™).
Hinweis: Beachten Sie Beispiel 2.15a).

B Aufgabe 5.2: (Stetige Fortsetzbarkeit) (445 Punkte)
Wir betrachten den Raum aller abbrechenden Folgen

Coo = {a = (an),en * an € R, a, # 0 fiir nur endlich viele n € N} .
(i) Zeigen Sie, dass cgo dicht im Folgenraum ¢! ist.

(ii) Fiir jede Folge a € cop bezeichne T'a das durch

(Ta) (z) =Y ana", xe[-1,1],

neN

definierte Polynom. Lisst sich der dadurch definierte Operator
T :coo — C([—]., ].D
stetig zu einem Operator T € Z (1, C([—1,1])) fortsetzen? Falls ja, bestimmen Sie seine Operatornorm.
Aufgabe 5.3: (Banach-Algebren)

In dieser Aufgabe verstehen wir unter dem Produkt ay zweier Zahlenfolgen x = (2,,),,c und y = (yn)
gliedweise Produkt, d. h.

neN das

(xy),, == TnYn, n € N.

Sei 1 < p < oo. Zeigen Sie, dass der Folgenraum ¢P durch gliedweise Multiplikation zu einer kommutativen
Banachalgebra wird.
Fiir welche p handelt es sich um eine Banachalgebra mit Eins?



