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Einfiihrung in die Funktionalanalysis

B Aufgabe 7.1: (Stetige Inverse) (9 Punkte) )
Seien X und Y Banachrdume und 7' € £(X,Y) injektiv. Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) T7': T(X) — X ist stetig;

(if) T(X) ist abgeschlossen in Y.

B Aufgabe 7.2: (Satz von Hellinger-Toeplitz) (9 Punkte)
Sei H ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung (-,-) : H x H — K heifit Skalarprodukt, falls

(S1) Fiir alle 1,22,y € H und alle o, 5 € K gilt (ax1 + Bx2,y) = alr1,y) + B{x2,y) (linear im ersten
Argument);

(S2) Fiir alle z,y € H gilt (z,y) = (y,z) (hermitesch);
(S3) Fiir alle 0 # = € H gilt (z,z) > 0.

Ein Hilbertraum H ist ein Vektorraum mit Skalarprodukt (-,-) : H x H — K, der bzgl. der vom Skalarprodukt
erzeugten Norm ||lu|| = (u,u)'/? fiir u € H vollstéindig ist. In der Vorlesung wird spiiter gezeigt, dass das

Skalarprodukt stetig in beiden Argumenten ist.
Sei H ein Hilbertraum. Ein linearer Operator T : H — H heifit symmetrisch, falls fiir alle z,y € H

(Ta,y) = (2, Ty)

gilt. Zeigen Sie, dass symmetrische lineare Operatoren stetig sind.

Aufgabe 7.3: (Komposition und starke Konvergenz)
Seien X,Y, Z Banachrdume. Es seien zwei Folgen von Operatoren (T),)neny € Z(X,Y), (Sp)neny € Z(Y,2)
und zwei Operatoren T' € Z(X,Y), S € £(Y,Z) gegeben mit

lim Thyz =Tz (z€X) und lim S,y=9S5y ([eY).
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Zeigen Sie, dass dann
lim S,T,z=8Tx (zxe€X).
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