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Einfiihrung in die partiellen Differentialgleichungen

B Aufgabe 11.1: (6+6+6 Punkte)
Sei H := {x € R"; x, > 0} der Halbraum und g = g,, die Grundlgsung der Laplace-Gleichung aus Bemer-
kung 4.6(iii):

—— fiir n >3
n - RTL 0 — R, n\T) = (n—2)w"|a:|"_2 -
g MOy gn () {—2177111(|£E|) fiir n = 2.
(i) Finden Sie fiir jeden Punkt = € H ein p* € C?(H)NC'(H), welches das Korrekturproblem (vgl. Def. 8.8)
{ Aye®(y) = 0, fir y € H,
¢"(y) = gly — ), firyedH
lost. Sie konnen dazu die Methode der Spiegelladungen (siche Bemerkung vor Satz 8.11) verwenden.
(ii) Sei nun ¢® aus Teil (i). Davon ausgehend heifit
D(z,y) =gz —y) —¢"(y), r€H yeH\{z}

die Greensche Funktion erster Art fiir den Halbraum H. Bestimmen Sie fiir x € H und y € 0H die in der
Darstellungsformel auftauchende negative Normalenableitung

0

Sie wird auch Poisson-Kern fiir den Halbraum genannt (vgl. Def. 8.13 und Lemma 8.9, beachten Sie aber,
dass H unbeschrénkt).

Hinweis: Uberlegen Sie zundchst, wie an einem Punkty € OH der dufere Einheitsnormalenvektor vy € R"
auf H gegeben ist.

(iii) Zeigen Sie fiir n = 3, dass der Poisson-Kern fiir den Halbraum aus Teil (ii) fiir jedes € H die Gleichung

/ P, 1)dS(y) = 1

OH
erfiillt (vgl. Lemma 8.14(b)).

Hinweis: Sie kénnen wie in Aufgabe 9.3 ausnutzen, dass der Rand des Halbraums die Identifizierung
OH ~ R ! erlaubt.

Aufgabe 11.2:
Sei Q C R™ ein beschrinktes C'-Gebiet, zu dem es eine Greensche Funktion erster Art

L:{(z,y) eQxLGy#z} >R
gibt. Zeigen Sie, dass diese symmetrisch ist, d. h. dass fiir alle z,y € Q mit = # y
I'(z,y) =T(y,2)
gilt.
Hinweis: Wenden Sie fir x,y € Q mit x # y fir hinreichend kleine € > 0 die zweite Greensche Formel
(4-3) auf das Gebiet G = Q\ (B(x,s) UB(y,e)) und die Funktionen u : Q\{z} — R, & — T(z,¢) und
v: Ny} =R, £ T(y,§) an.

Bitte wenden!



Wir wiinschen Thnen ein frohes Fest und einen guten Rutsch ins neue Jahr!



