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Einfithrung in die partiellen Differentialgleichungen

B Aufgabe 13.1: (9 Punkte)
Fiir f € L*(R) und festes t > 0 definiere

(T@WNHr)=flt+r), rek

(i) Zeigen Sie die gleichmé#Bige Beschrianktheit der Familie {T'(¢) : t > 0}, d.h. zeigen Sie die Abschitzung

IT@®) fll2 < ClIf]l2
fiir ein C' > 0 unabhiingig von f € L?(R) und ¢ > 0.
(ii) Zeigen Sie, dass T'(t) : L?(R) — L?(R) fiir jedes t > 0 eine lineare, stetige Abbildung ist.
(iii) Zeigen Sie, dass T'(t + s)f = T(t)T(s)f fiir f € L?(R) und ¢, s > 0 gilt (Halbgruppeneigenschaft).
(iv) Zeigen Sie, dass T'(t)f — f in L?(R) fiir t — 0 und f € C.(R) gilt (starke Stetigkeit).

B Aufgabe 13.2: (9 Punkte)
Fiir u € L?(R") bezeichne
Pu =7 (opt)
die sogenannte Helmholtzprojektion mit op(§) = I — % fir £ € R™\{0}, wobei I die Identitdtsmatrix im R"™
ist.
(i) Zeigen Sie, dass P : L?>(R") — L?(R"™) beschrinkt ist, d.h. zeigen Sie die Abschitzung
[Pullz < Cllull2

fiir ein C' > 0 unabhiingig von u € L?(R").
Hinweis: Verwenden Sie den Satz von Plancherel (Lemma 5.57).

(ii) Zeigen Sie, dass P eine Projektion ist, d.h. zeigen Sie, dass P?u = Pu fiir u € L?(R") ist.
(iii) Zeigen Sie, dass P(L*(R")) = L2(R"), wobei
LA(R") := {u € L*(R") : divu = 0}.

Hinweis: Verwenden Sie Lemma 5.5¢)+f).

Aufgabe 13.3:
Sei T'(t) fiir t > 0 wie in Aufgabe 13.1 definiert. Zeigen Sie, dass u(t,x) := (T'(t)f)(z) fiir f € L*(R) N C*(R)
die Transportgleichung

Cu—Lu=0, ulo=1
X

mit u € BC([0, 00), L2(R)) 16st.
Hinweis: Sie kinnen annehmen, dass die Aussage in Aufgabe 13.1(iv) fir f € L*(R) gilt.



