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Einführung in die partiellen Differentialgleichungen

Aufgabe 3.1: (9 Punkte)B
Konstruieren Sie zu gegebenem u0 ∈ BC(R)∩C1(R) eine Lösung u ∈ BC(R2)∩C1(R2) der Transportgleichung

ux(x, y)− uy(x, y) = 0, (x, y) ∈ R2, u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.

Gibt es eine eindeutige Lösung in BC(R2) ∩ C1(R2)? Hängen die Lösungen stetig von den Daten ab (jeweils
bzgl. der Supremumsnorm)?

Hinweis: Für ein Gebiet G ⊆ Rn ist BC(G) := {ϕ ∈ C(G) : supx∈G |ϕ(x)| <∞}.
Hinweis: Zur Konstruktion einer Lösung betrachte man die Funktion s 7→ u(x− s, y + s).
Hinweis: Zur Klärung der Eindeutigkeitsfrage genügt es, den Fall u0 = 0 zu betrachten.

Aufgabe 3.2: (3+3+3 Punkte)B
Sei f ∈ Cc(Rn).

(i) Zeigen Sie, dass

‖f(· − y)− f(·)‖L1(Rn)

y→0−−−→ 0.

(ii) Zeigen Sie, dass der Gaußkern

Gt(x) :=
1

(4πt)
n/2

exp

(
−|x|

2

4t

)
, x ∈ Rn, t > 0,

für jedes t > 0 die Gleichung ∫
Rn

Gt(x) dx = 1

erfüllt.

(iii) Zeigen Sie unter Verwendung von (i) und (ii), dass

‖Gt ∗ f − f‖L1(Rn)
t→0−−−→ 0.

Aufgabe 3.3:
Seien n ∈ N und G ⊂ Rn ein Gebiet. Klassifizieren Sie die folgenden linearen partiellen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung nach den Kategorien elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch:

(i) ∆xu(x) = f(x) mit u, f : G→ R,

(ii) ∂ttu(t, x)−∆xu(t, x) = f(t, x) mit u, f : R+ ×G→ R,

(iii) ∂tu(t, x)−∆xu(t, x) = f(t, x) mit u, f : R+ ×G→ R,

(iv)

∂ttu(t, x)−
n∑

i,j=1

aij(t, x)∂xi
∂xj

u(t, x)−
n∑

i=1

bi(t, x)∂xi
u(t, x) = f(t, x),

wobei die Matrizen A(t, x) = (aij(t, x))
n
i,j=1 ∈ Rn×n symmetrisch und positiv definit seien und b(t, x) =

(bi(t, x))
n
i=1 ∈ Rn und u, f : R+ ×G→ R.

Hinweis: Für u : R+×Rn → R, (t, x) 7→ u(t, x) wird der Laplace Operator nur in den Raumvariablen angewandt,
d.h. ∆xu := ∆u =

∑n
j=1 ∂

2
xj
u.


