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Einführung in die partiellen Differentialgleichungen

Aufgabe 9.1: (5+5 Punkte)B
Seien −∞ < s <∞ und Js : Rn → [0,∞) gegeben als Js(ξ) = (1 + |ξ|2)s/2 für ξ ∈ Rn. Zeigen Sie:

(i) Das Bessel-Potential J s : S (Rn) → S (Rn) mit J sf = F−1JsFf für f ∈ S (Rn) ist ein linearer
Isomorphismus.

(ii) Das Bessel-Potential J s : S ′(Rn) → S ′(Rn) mit J sT = F−1JsFT für T ∈ S ′(Rn) ist ein linearer
Isomorphismus.

Hinweise:
Zu (i): Zeigen Sie zunächst, dass die Multiplikation M : S (Rn) → S (Rn), Mf = Jsf für f ∈ S (Rn) ein
linearer Isomorphismus ist.
Zu (ii): Für T ∈ S ′(Rn) und Js wie aus der Aufgabenstellung wird JsT ∈ S ′(Rn) durch JsT (f) := T (Jsf) für
f ∈ S (Rn) definiert. Zeigen Sie dann zunächst, dass M : S ′(Rn) → S ′(Rn), M(T ) = JsT für T ∈ S ′(Rn)
ein linearer Isomorphismus ist.
Ein linearer Operator M : S ′(Rn) → S ′(Rn) ist stetig genau dann wenn für (Tk)k ⊂ S ′(Rn) mit Tk(f) → 0
folgt, dass M(Tk)(f)→ 0 für k →∞ für alle f ∈ S (Rn).

Aufgabe 9.2: (3+5 Punkte)B

(i) Seien 1 ≤ p < q ≤ ∞. Sei Ω ⊆ Rn offen und beschränkt. Zeigen Sie die Einbettung

W 1,q(Ω) ↪→W 1,p(Ω),

d.h. zeigen Sie für f ∈ W 1,q(Ω) die Abschätzung ‖f‖W 1,p(Ω) ≤ C‖f‖W 1,q(Ω) für ein C > 0 unabhängig
von f .

(ii) Sei 1 ≤ p ≤ ∞. Zeigen Sie, dass die Betragsfunktion f : (−1, 1)→ R, x 7→ |x| eine W 1,p((−1, 1)) Funktion
ist.

Aufgabe 9.3:
Sei 1 < p <∞. Zeigen Sie, dass der lineare Operator (der sogenannte Spur-Operator)

tr : C∞c (Rn

+)→ C∞c (∂Rn
+), u 7→ u|∂Rn

+

einer Abschätzung der Form

‖tru‖Lp(∂Rn
+) ≤ C ‖u‖W 1,p(Rn

+), u ∈ C∞c (R̄n
+)

mit einer von u unabhängigen Konstanten C > 0 genügt.
Hinweis: Hier ist Rn

+ = {x ∈ Rn; xn > 0} der Halbraum und sein Rand erlaubt die Identifizierung ∂Rn
+ ∼ Rn−1.

Weiterhin ist C∞c (Ω̄) = {ϕ|Ω; ϕ ∈ C∞c (Rn)} für ein Gebiet Ω ⊆ Rn.


