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Aufgabe 1 (5 Punkte):
Zeigen Sie, dass R genau dann homéomorph zu R™ ist, wenn n = 1 ist.

Aufgabe 2 (5 Punkte):
Seien X und Y zwei topologische Rdume und sei f: X — Y eine Abbildung. Zeigen Sie, dass
folgende sechs Aussagen dquivalent sind:

(i)
(i)
(iif)

(vi)

Die Abbildung f ist stetig, d.h. Urbilder offener Mengen unter f sind offen.
Urbilder abgeschlossener Mengen unter f sind abgeschlossen.

Fiir alle Elemente z € X und jede Umgebung V' von f(z) existiert eine Umgebung U von
xmit f(U) CV.

Fiir alle Elemente z € X und jede Umgebung V von f(z) ist das Urbild f~*(V) eine
Umgebung von z.

o

Fiir jede Teilmenge B C Y gilt f‘l(é) C f~YB), d.h. das Urbild vom Inneren einer
Teilmenge B C Y ist stets im Inneren des Urbildes f~!(B) enthalten.

Fiir jede Teilmenge A C X gilt f(A) C f(A), d.h. das Bild vom Abschluss einer Teilmenge
A C X ist stets im Abschluss des Bildes f(A) enthalten.

Aufgabe 3 (5 Punkte):

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass ein zweitabzdhlbarer topologischer Raum X stets
separabel ist. Hier wollen wir nun zeigen, dass falls X = (X, d) ein metrischer Raum ist, auch
die Umkehrung gilt (also, dass jeder separable metrische Raum X zweitabz&hlbar ist).

(i)

(i)

(i)

Sei B eine Menge offener Mengen in einem topologischen Raum X. Zeigen Sie, dass falls
fiir fiir jede offene Menge U in X und jeden Punkt x € U ein Element V' € B mit
x € V C U existiert, die Menge B bereits eine Basis der Topologie sein muss (tatséchlich
gilt auch die Umkehrung).

Zeigen Sie, dass falls eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X dicht in X ist, der
Schnitt von A mit jeder nicht-leeren offenen Menge U C X nicht leer ist (tatséchlich gilt
auch die Umkehrung).

Sei nun X = (X,d) eine metrischer Raum mit abzdhlbarer dichter Teilmenge S. Wir
betrachten nun die Menge B der offenen Bélle B_1(z) mit Radius & fiir n € N>; um
Punkte 2 € S. Begriinden Sie kurz, dass B abzihlbar ist und nutzen Sie die vorherigen
Aufgabenteile um zu zeigen, dass B eine Basis ist.
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Aufgabe 4 (5 Punkte):
In dieser Aufgabe wollen wir uns {iberlegen, dass sich endliche topologische Rdume kombinato-
risch studieren lassen. Sei X ein endliche Menge. Wir betrachten

Top(X) = {7 | 7 ist eine Topologie auf X},
die Menge aller Topologien auf X und
PreO(X) = {<| < ist eine Préordnung auf X},
die Menge aller Praordnungen auf X. Wir definieren eine eine Abbildung
¢: Top(X) — PreO(X),
indem wir eine Topologie 7 auf X auf die Praordnung <, auf X abbilden, welche durch

x<,y, fallsx € U, = ﬂU
Uet
yelU

definiert ist.

(i) Begriinden Sie kurz, dass die Abbildung ¢ wohldefiniert ist, also dass <, tatséchlich stets
eine Priordnung auf X definiert.

(ii) Konstruieren Sie eine Umkehrabbildung ¢ von ¢.

(iii) Vermoge der Bijektion ¢ fassen wir von nun an endliche topologische Riaume auch als
endliche prigeordnete Rdume auf. Sei nun Y ein weiterer endlicher topologischer Raum.
Zeigen Sie, dass eine Abbildung f: X — Y genau dann stetig ist, falls sie priordnungs-
erhaltend ist, also fiir je zwei Elemente x, 2" € X mit x < 2’ gilt, dass auch f(z) < f(2)
ist.



