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Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten und abzugeben. Wie üblich sind dabei alle
Behauptungen zu beweisen. Resultate aus der Vorlesung dürfen verwendet werden, die zugehörigen
Referenznummern können Sie zur Klarstellung dann mit angeben.

Aufgabe 1 (3 Punkte).

Beweisen Sie Satz 15.4.

Aufgabe 2 (1 Punkt).

Sei G ⊆ C ein Gebiet und P ⊆ G mit P ⊆ G. Sei f : G \ P → C holomorph mit einem
Pol in jedem z ∈ P . Zeigen Sie: Es gibt eine ganze Funktion g so, dass sich die Funktion
h(z) := f(z)g(z) holomorph auf G fortsetzen lässt.

Hinweis: Sie dürfen ohne Einschränkung annehmen, dass P keinen Häufungspunkt besitzt und
abzählbar ist. Dass P tatsächlich keinen Häufungspunkt besitzen kann, zeigt man wie in Auf-
gabe 4 auf Blatt 8. Dass P damit abzählbar ist, zeigt man wie in Aufgabe 1 auf Blatt 7.

Aufgabe 3 (4 Punkte).

Beweisen Sie die Produktdarstellung cos(πz) =
∏
j∈Z

(
1− z

zj

)
ez/zj für zj := j + 1/2.

Aufgabe 4 (3+3+2+3+1 Punkte).

Für s ∈ C mit Re s > 1 ist die Riemannsche ζ-Funktion definiert durch ζ(s) :=
∞∑
k=1

1

ks
.

Die Bernoulli-Zahlen Bn ∈ R sind für n ∈ N0 definiert durch die Potenzreihendarstellung

f(z) :=
z

ez − 1
=

∞∑
n=0

Bn

n!
zn.

a) Wenden Sie das Cauchy-Produkt auf f(z) 1
f(z)

an, um eine rekursive Formel für Bn zu finden.

b) Bestimmen Sie B0 und B1 und zeigen Sie B2n+1 = 0 für alle n ∈ N.

c) Zeigen Sie: z cot z = f(2iz) + iz =
∞∑
n=0

(−1)n
22n

(2n)!
B2nz

2n.

d) Vergleichen Sie c) mit 14.19, um ζ(2n) für alle n ∈ N zu bestimmen.

e) Berechnen Sie ζ(2), ζ(4) und ζ(6).
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