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Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten und abzugeben. Wie {iblich sind dabei alle

Behauptungen zu beweisen. Resultate aus der Vorlesung diirfen verwendet werden, die zugehdrigen
Referenznummern kénnen Sie zur Klarstellung dann mit angeben.

Aufgabe 1 (24242 Punkte).
Sei O(C) der Ring der ganzen Funktionen.
i) Fir f,g € O(C) sagen wir g teilt f, wenn es ein h € O(C) gibt mit g - h = f.

it) Ein grifiter gemeinsamer Teiler (ggT) einer Menge M C O(C) ist ein ¢ € O(C) mit
folgender Eigenschaft: Ein h € O(C) teilt g genau dann, wenn h alle f € M teilt.

iii) Zwei f,g € O(C) heiken teilerfremd, wenn 1 ein ggT von ihnen ist.

Zeigen Sie:

a) Jede endliche Teilmenge von O(C) hat einen groften gemeinsamen Teiler.
Hinweis: Driicken Sie die Bedingung des ggTs mit den Divisoren aus.

b) Sind fi, fo € O(C) teilerfremd, so gibt es g1, go € O(C) mit f1g1 + foga = 1.
Hinweis: Finden Sie mit dem Satz von Mittag-Leffler zwei meromorphe Funktionen hq, hsy
mit 1/<f1f2) = hl + hg.

c) Wenn fi,..., f, € O(C) mit groftem gemeinsamen Teiler f € O(C) sind, dann gibt es
Ik € O((C) mit fig1 + - fugn = [

Aufgabe 2 (2 Punkte).
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Zeigen Sie: T'(2)['(1 — 2) = sinﬂwz und F<§ + Z>F<§ — Z) = CO;TWZ.

Aufgabe 3 (4 Punkte).

1
Zeigen Sie die Legendresche Verdoppelungsformel: F(z)F(z + 5) = /7271 (22).
Hinweis: Leiten Sie logI'(2) zweimal ab.

Aufgabe 4 (4 Punkte).
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Zeigen Sie: Fiir alle a > 0 und n € Nj ist / e do = —F(n + —).
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Aufgabe 5 (143 Punkte).

Zeigen Sie:
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a) Fiir die Euler-Mascheroni-Konstante gilt: v = Z (ﬁ — 111(1 + ﬁ))
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