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Aufgabe 2.1: (Folgenrdume)
Sei F € {R, C}. Zeigen Sie:

(a) Es gilt
0,(F) C £4(F), 0<p<g<Loo.

b) Fiir 0 < p < 1 ist die Abbildung T : 4o (F) — £, (F)" mit
(b) p g »

[T())(2) =Y wrr, z = (zr)ren € 6p(F), ¥y = (Yr)ren € Lo (F),
k=1

wohldefiniert, linear, bijektiv und isometrisch.

Hinweis: T ist genau dann isometrisch, wenn sup), —1 |[[T()[(z)| = [|yllec st fir alle y € loo(F).

Aufgabe 2.2: (Minkowskifunktionale)
Seien F € {R, C} und X ein F-linearer Raum. Seien @ # A C X kreisformig und |- |4 : X — [0, oo] mit

|z]a :=1inf {A>0: 2z €A}, reX,
das zugehorige Minkowskifunktional. Zeigen Sie:
(a) Es gilt genau dann |z|4 < oo fiir alle x € X, wenn A absorbierend ist.
(b) Ist A absorbierend und gilt A+ A C C'A fiir ein C > 1, dann ist | - |4 eine Semiquasinorm auf X.

(c) Ist A absorbierend und konvex, dann ist | - |4 eine Seminorm auf X.

Aufgabe 2.3: (Topologien und Umgebungsbasen)

Sei X # @. Fiir jedes « € X sei eine Familie von Mengen & # B(x) C P(x) gegeben, so dass gilt:
(i) Fiir jedes z € X und jedes U € B(x) gilt z € U.
(ii) Fiir jedes x € X und alle U, V € B(z) existiert W € B(x) mit W CUNV.

(iii) Fiir jedes € X und jedes U € B(x) existiert V C U mit z € V, so dass fiir jedes y € V ein W € B(y)
existiert mit W C V.

Zeigen Sie:
(a) Die Familie von Mengen

T = {U C X : fiir jedes x € U existiert V € B(z) mit V C U}

definiert eine Topologie auf X.

(b) Mit
N(x)::{UQX:esexistiertVETmitergU}, reX,

gilt: Fiir alle z € X und U C X gilt genau dann U € N (z), wenn V € B(z) existiert mit V C U.

Aufgabe 2.4: (Produkttopologien)
Seien (X, S) und (Y, T) topologische Riume und S ® T die Produkttopologie auf X x Y. Zeigen Sie, dass

S®T:{U/\6AU>\><VA cA#ound Uy €S, VAGTfﬁralle)\eA}.

Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung von S @ T aus Definition 1.2.20.



