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Aufgabe 3.1: (Minkowskifunktionale)
Seien (X, +, -, T) ein topologischer Vektorraum iiber F € {R, C} und @ # B C P(X) eine Nullumgebungs-
basis aus kreisférmigen, absorbierenden Mengen. Fiir jedes U € B sei | - |y : X — [0, c0) das zugehérige
Minkowskifunktional. Zeigen Sie, dass

{zeX  |zlu<1}CUC{zeX : |zju <1}

Bemerkung: Setzt man C:={{zx € X : |z|ly <e} : U e B, e >0} CP(X) und existiert fiir jedes A\ € F und
jedes U € B ein V€ B mit \V C U, dann kann man zeigen: Fir jedes U € B existiert ein V€ C mit V C U
und fiir jedes V € C existiert ein U € B mit U C V.

Aufgabe 3.2: (Stetigkeit in topologischen Réumen)
Seien (X, S), (Y, T) und (Z, R) topologische Rédume und sei f : X x Y — Z stetig (bzgl. S ® 7 und R).
Zeigen Sie, dass fiir jedes = € X die Abbildung f(z, -) : Y — Z stetig ist (bzgl. 7 und R).

Aufgabe 3.3: (Nullumgebungsbasen)
Seien F € {R, C} und X ein F-linearer Raum sowie & # B C P(X) eine Familie von Mengen mit den folgenden
Eigenschaften:

(i) Fiir jedes U € Bgilt 0 € U.

(ii) Fiir alle U, V € B existiert W € Bmit W CUNV.

(iii) Jedes U € B ist kreisférmig und absorbierend.

(iv) Fiir jedes U € B existiert V€ Bmit V+V CU.

Zeigen Sie: Fiir jedes A € F und jedes U € B existiert V' € B mit AV C U.

Hinweis: Zeigen Sie zundchst, dass fir jedes n € N und jedes U € B ein V € B existiert mit nV C U.
Aufgabe 3.4: (Hausdorfl’sche Trennungseigenschaft)

Sei (X, +, -, T) ein topologischer Vektorraum und sei @ # B C P(X) eine Nullumgebungsbasis. Zeigen Sie,
dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) (X, T) hat die Hausdorff’sche Trennungseigenschaft.
(ii) Fiir jedes z € X mit x # 0 existiert U e Bmit UN (z 4+ U) = 2.

(iii) Es gilt NyegU ={0}.



