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Aufgabe 4.1: (Konvexe Hülle)
Sei F ∈ {R, C} und seien X ein F-linearer Raum sowie ∅ 6= A ⊆ X. Zeigen Sie:

(a) Es ist

co(A) =
{∑n

k=1 λkxk : n ∈ N, λ1, . . . , λn ≥ 0,
∑n

k=1 λk = 1, x1, . . . , xn ∈ A
}
.

(b) Ist A kreisförmig, so ist co(A) absolutkonvex.

Aufgabe 4.2: (Distanzfunktional)
Seien n ∈ N und ∅ 6= U ⊆ Rn. Das Distanzfunktional dist( · , U) : Rn −→ [0, ∞) für U ist gegeben als
dist(x, U) := infu∈U |x− u| für x ∈ Rn. Zeigen Sie, dass dist( · , U) nicht-expansiv ist, d. h.

|dist(x, U)− dist(y, U)| ≤ |x− y|, x, y ∈ Rn,

und, dass dist(x, U) = 0 für x ∈ Rn genau dann gilt, wenn x ∈ Ū .

Aufgabe 4.3: (Kompakte Ausschöpfungen)
Seien n ∈ N und Ω ⊆ Rn ein Gebiet. Zeigen Sie:

(a) Ist (Aj)j∈N ⊆ P(Ω) \ {∅ } eine kompakte Ausschöpfung von Ω und ist A ⊆ Ω kompakt, dann existiert ein
j ∈ N, so dass A ⊆ Aj .

(b) Ist Ω 6= Rn, dann ist durch

Aj :=
{
x ∈ Ω : |x| ≤ j und dist(x, ∂Ω) ≥ 1

j

}
, j ∈ N,

eine kompakte Ausschöpfung (Aj)j∈N von Ω gegeben.

Aufgabe 4.4: (Glatte Funktionen)
Geben Sie ein Beispiel für eine beliebig oft differenzierbare Funktion f : [−1, 1] −→ R an, so dass f (k)(0) ≥ 2k

für alle k ∈ N gilt.


