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Aufgabe 5.1: (Normen auf S(Rn, F))
Sei F ∈ {R, C }, sei n ∈ N und seien die Familien von Halbnormen (| · |α,β)α,β∈Nn

0
, (| · |`,α)`∈N0,α∈Nn

0
und

(| · |`,m)`,m∈N0
definiert wie in Beispiel 1.4.15. Zeigen Sie:

(a) Für alle α, β ∈ Nn0 existiert ein ` ∈ N0, so dass

| · |α,β ≤ | · |`,β auf C∞(Rn, F).

(b) Für alle ` ∈ N0 und alle α ∈ Nn0 existiert ein m ∈ Nn0 , so dass

| · |`,α ≤ | · |`,m auf C∞(Rn, F).

(c) Für alle `, m ∈ N0 existieren N ∈ N und α1, . . . , αN , β1, . . . , βN ∈ Nn0 sowie ein C > 0, so dass

| · |`,m ≤ C maxk=1,...,N | · |αk,βk
auf C∞(Rn, F).

Aufgabe 5.2: (Metrisierbarkeit)
Sei (X, +, · , T ) ein lokal konvexer Raum, der die Hausdorff’sche Trennungseigenschaft hat und wobei T von
einer abzählbaren Familie von Seminormen (| · |k)k∈N erzeugt wird. Sei µ : X ×X −→ [0, ∞) gegeben als

µ(x, y) :=

∞∑
k=1

1

2k
|x− y|k

1 + |x− y|k
, x, y ∈ X.

Zeigen Sie, dass µ eine translationsinvariante Metrik auf X ist, und, dass die von µ auf X induzierte Topologie
mit T übereinstimmt.

Hinweis: Zeigen Sie, dass für alle x ∈ X, n ∈ N, k1, . . . , kn ∈ N und ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass
B̄δ(x) ⊆ { y ∈ X : max`=1,...,n |y − x|k` ≤ ε }, und, dass für alle x ∈ X und ε > 0 umgekehrt auch n ∈ N
und δ > 0 existieren, so dass { y ∈ X : maxk=1,...,n |y − x|k ≤ δ } ⊆ B̄ε(x). Hierbei bezeichnet B̄ρ(x) die
abgeschlossene Kugel bzgl. µ um x ∈ X mit Radius ρ > 0.

Aufgabe 5.3: (Diagonalfolgenprinzip)

(a) Sei (X, µ) ein metrischer Raum. Für jedes k ∈ N seien (xk,`)`∈N ⊆ X und xk ∈ X so, dass xk,` → xk für
`→∞ in (X, µ). Sei weiterhin x ∈ X so, dass xk → x for k →∞ in (X, µ). Zeigen Sie, dass es eine streng
monoton wachsende Folge (`k)k∈N ⊆ N gibt, so dass xk,`k → x für k →∞ in (X, µ).

(b) Sei F ∈ {R, C }, sei n ∈ N und sei Ω ⊆ Rn ein Gebiet. Zeigen Sie, dass D(Ω, F) nicht metrisierbar ist.


