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Aufgabe 7.1: (Einbettungen)
Sei F ∈ {R, C }, sei m ∈ N0, sei n ∈ N, sei 1 ≤ p ≤ ∞ und sei Ω ⊆ Rn ein Gebiet. Zeigen Sie, dass die
Einbettungen

D(Ω, F) ↪→ BCm(Ω, F) ↪→ BC(Ω, F) ↪→ C(Ω, F) ↪→ Lp,loc(Ω, F) ↪→ L1,loc(Ω, F)

stetig sind.

Aufgabe 7.2: (Temperierte Distributionen)
Sei F ∈ {R, C } und sei n ∈ N.

(a) Zeigen Sie, dass δx ∈ S ′(Rn, F) für alle x ∈ Rn.

(b) Sei ` ∈ N0 und sei f ∈ L1,loc(Rn, F) so, dass |f(x)| ≤ 1 + |x|` für alle x ∈ Rn. Zeigen Sie, dass durch
φ 7→

∫
Rn fφdx : S(Rn, F) −→ F eine temperierte Distribution definiert wird.

Aufgabe 7.3: (Distributionelle Ableitungen)
Sei F ∈ {R, C }, seien m, n ∈ N, sei 1 ≤ p ≤ ∞, sei Ω ⊆ Rn ein Gebiet und sei f ∈ Cm(Ω, F). Zeigen Sie, dass
∂αTf = T∂αf für alle α ∈ Nn0 mit |α| ≤ m.

Hinweis: Sie können (ohne Beweis) verwenden, dass für jede kompakte Menge A ⊆ Ω ein beschränktes, glatt
berandetes Gebiet U ⊆ Rn existiert mit A ⊆ U ⊆ Ω.

Aufgabe 7.4: (Dualräume)
Sei 0 < p < 1 und sei Ω := (0, 1).

(a) Nehmen Sie an, dass ϕ ∈ Lp(Ω, R)∗ und f ∈ Lp(Ω, R) mit |ϕ(f)| ≥ 1.

(i) Zeigen Sie, dass ein 0 < s < 1 existiert mit

s∫
0

|f(t)|p dx = 1
2

1∫
0

|f(t)|p dx > 0.

(ii) Mit 0 < s < 1 wie in (i) seien g := χ[0,s]f ∈ Lp(Ω, R) und h := χ(s,1]f ∈ Lp(Ω, R). Zeigen Sie, dass
f = g + h, |f |p = |g|p + |h|p sowie

1∫
0

|g(t)|p dt =

1∫
0

|h(t)|p dt = 1
2

1∫
0

|f(t)|p dx.

(iii) Seien g und h wie in (ii). Zeigen Sie, dass für f̃ = 2g oder f̃ = 2h gilt, dass f̃ ∈ Lp(Ω, R) mit |ϕ(f̃)| ≥ 1

und |f̃ |p = 21−1/p|f |p.

(b) Nehmen Sie an, dass ϕ ∈ Lp(Ω, R)∗ mit ϕ 6= 0. Zeigen Sie, dass eine Folge (fk)k∈N ⊆ Lp(Ω, R) existiert, so
dass |ϕ(fk)| ≥ 1 für alle k ∈ N und fk → 0 für k →∞ in Lp(Ω, R).

(c) Folgern Sie, dass Lp(Ω, R)′ = { 0 }.


