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Aufgabe 11.1: (Fouriertransformation)
Sei n ∈ N. Zeigen Sie die folgenden Regeln für die Fouriertransformation:

(a) Ist f ∈ L1(Rn, C) und g : Rn −→ C gegeben als g(x) := f(−x) für x ∈ Rn, dann ist g ∈ L1(Rn, C) mit
‖g‖1 = ‖f‖1 und (Fg)(ξ) = (Ff)(ξ) für ξ ∈ Rn.

(b) Ist f ∈ L1(Rn, C) und a ∈ Rn und g : Rn −→ C gegeben als g(x) := f(x − a) für x ∈ Rn, dann ist
g ∈ L1(Rn, C) mit ‖g‖1 = ‖f‖1 und (Fg)(ξ) = e−ia·ξ(Ff)(ξ) für ξ ∈ Rn.

(c) Ist f ∈ L1(Rn, C) und a ∈ Rn und g : Rn −→ C gegeben als g(x) := eia·xf(x) für x ∈ Rn, dann ist
g ∈ L1(Rn, C) mit ‖g‖1 = ‖f‖1 und (Fg)(ξ) = (Ff)(ξ − a) für ξ ∈ Rn.

(d) Ist f ∈ L1(Rn, C) und α > 0 und g : Rn −→ C gegeben als g(x) := α−nf(α−1x) für x ∈ Rn, dann ist
g ∈ L1(Rn, C) mit ‖g‖1 = ‖f‖1 und (Fg)(ξ) = (Ff)(αξ) für ξ ∈ Rn.

Aufgabe 11.2: (Satz von Paley-Wiener)
Sei f ∈ L1(R, C). Zeigen Sie:

(a) Hat f kompakten Träger (d. h. gilt f = 0 f. ü. in R \ A für eine kompakte Menge A ⊆ R), dann existiert
eine holomorphe Funktion F : C −→ C, so dass F |R = Ff .

(b) Haben f und Ff beide kompakten Träger, dann ist f = 0 f. ü. in R.

Aufgabe 11.3: (Produkt von glatten Funktionen und temperierten Distributionen)
Sei n ∈ N, sei f ∈ C∞(Rn, F) und sei T ∈ S ′(Rn, F). Für jedes α ∈ Nn0 existiere Cα > 0 und `α ∈ N0, so dass
|∂αf(x)| ≤ Cα(1 + |x|`α) für alle x ∈ Rn. Zeigen Sie, dass fT : S(Rn, F) −→ F mit

(fT )(φ) := T (fφ), φ ∈ S(Rn, F),

wohldefiniert ist und eine temperierte Distribution darstellt, d. h. fT ∈ S ′(Rn, F).


